الرياضيات 


للصف الثاني العلمي 
الفصل الدراسي الأول 


طبعة ابتدائية 
1437 


a‏ رات 


ا حمدُ لله معز الإسلام بنهره: ورئذك الش رک بقہره» ومصدف الامو بأمره» ومستدرع 
الكائرين بمكره. الذي قدر اليا دولاً بعدله» ومعل العاقبة للمتقيت بنغلِك. 
والهولة والمظع لويم ع آمل الاح ارما سيد 

أما بعد: 

فإنه بفضل الله تعالء وحسن تونيقه تدخل الدولة الإسلامية اليوم عدأ جديداء 
وذلك من خلال وضعبا اللبنة الأول تي صرع التعليم الإسلامي القائم على 
منبج الاب وعلى هدي النبوّةَ وبفيم السلف الهالع والرعيل الأول لہاء 
EE EEN CECT PALLET EEE‏ سيداسن L Shll‏ 
والأباطيل وأضاليل دُعاة الاشتراكية الشرتيّة: أو الرأسمالية الفربتّة: أو سماسرة 
الأمزاب والناهج الشعرنة ف شَنَّى أصماع اللأرض, وبعدما تركت هذه الوافدات 
الكنرية وتلك الاخرانات البدعية أثرها الواضع ف أبناء الأمة الإسلامية: نت 
دولة اللانة -بتونيق الله تعاك- بأعباء دهم J‏ جادة التوميد الزاكية ورعبة 
AA‏ الواسعة تحت راية اخلانة الرائدة ودومترا الوارفة بعدما اجتالتيم 
الشياطيث عنبا إل وهدات الجاهلية وشعاببا اللمبلكة. 

وهي اليوم إذ تُقدم على هذه اللي وة من خلاك مرج با الديد والذي لم تخر وسعا 
ف انباع خطلى السلف الصالع تي إعداده م L.‏ منبا على أن يأتي موانقاً للكتاب 
والسنة مستمد | مادته منبما ل.كيد عنہما ولا يعدك ببماء ق دمن کُر نيه تحريف 
النعحرنين» وتزييف البطلبن» وجفاء ال معطليت: وغلوا الغاليت. 

ولق كانت كتابة هذه الناهج خولوة على الطريق ولبنة من لبنات بناء صرع الخلانة 
هدا الت کب هى وب ا laka‏ يتا فرق bala, hl‏ فت اربق اهاه 
والله و سوله منه بريء ومن نتبك نهيحة وتسديد کل حب وكّما تاك الشاعر: 


وات تجد عيبافشُد الخلا كدوك سخ لاسي تیه رعا 


(وآقرمعوانا أت المد ab‏ رف العاليت) 


**“محتويات الفصل الدراسي الأول j‏ 


الموضوع الضفحة. ١١‏ عة الخصضص 
الوحدة الأولى الأعداد المركبة (14 حصة ) 

مجموعة الأعداد المركبة 9- 25 4 
E O‏ 26 1 
الصورة المثلثية للعدد المركب 37-7 3 
yT‏ 43-8 3 
الجذور التكعيبية للواحد الصحيح الموجب 51-44 3 
الوحدة الثانية القطوع المخروطية ( 20 حصة) 
مفردات الوحدة الثانية والمقدمة 52- 56 1 
الدائرة 76-7 6 
القطع المكافئ 95-7 4 
القطع الناقص 112-6 5 
القطع الزائد 122-13 4 
الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل ( 31 حصة) 
مفردات الوحدة الثالثة 124-123 1 
مراجعة لقواعد الاشتقاق 131-125 4 
المعدلات المرتبطة بالزمن 141-132 4 
التقريب 148-142 4 
النقط الحرجة ونقطة الانقلاب 166-149 6 
التناظر -خطوط التقارب الافقية والعمودية 
رسم الدالة باستخدام التفاضلات 177-167 6 
تطبيقات التفاضل 184-178 


کی 


بسم الله الرحمن الرحيم ا 


eT‏ والصلاة والسلام على رسول الا اله وصحية ومن 
والاه وبعد 


بعد توفيق الله عز وجل تم إعداد هذا العمل المتواضع 
(كتاب الرياضيات للصف الثاني العلمي) 

حك عالت هد لكات دا ا 
ويتضمن الفصل الدراسي الأول من ثلاث وحدات: 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
الوحدة الثانية القطوع ال مخروطية 
الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل, 


ولقد راعينا إسلوب التدرج في عرض المادة العلمية ومطعمة 
بالتطبيقات العملية . 


ونسأل الله تعالى أن يوفق إخواننا المدرسين Š‏ توصيل المادة العلمية بصورة 
وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمين 


> وصلى الله وسلم على نبينا محمد وآله وصحبة أجمعين‎ x 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


الوحدة الأولى 


الهدف من دراسة الوحدة 
ينبغي بعد دراسة الوحدة الأولى أن يكون الطالب قادراً على أن: 
1) يجد الجذور التربيعية للأعداد السالبة 
2( يحل معادلة مجموع مربعين ومعادلة مميزها = عدد سالب 
3) يضع العدد المركب بالصيغة العادية والصيغة المثلثية 
4) يجد الجذور التربيعية والتكعيبية ...... للأعداد المركبة 
بطريقة الصورة المثلثية (القطبية) 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


مفردات الوحدة الأولى 77 


الغرض من توسيع مجموعة الأعداد المركبة 
العمليات على مجموعة الأعداد المركبة 

مرافق العدد المركب 

تساوي عددين مركبين 

الجذر التربيعي للعدد المركب 

التمثيل الهندسي للعدد المركب 

الصورة المثلثية للعدد المركب 

مفكوك العدد المركب بطريقة ديموافر 

إيجاد الجذور للعدد المركب بطريقة ديموافر 


الجذور التكعيبية للواحد الصحيح الموجب 


i 


Ce 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


]1-1[ الغرض من توسيع مجموعة الأعداد الحقيقية 
من دراستنا السابقة تعرفنا على مجموعات الأعداد وهي: 
1( مجموعة الأعداد الطبيعية N‏ 


حيث جمع أو طرح عددين طبيعيين هو عدد طبيعي 
2( مجموعة الأعداد الصحيحة Z‏ 

Z el u ZY 3 2 1 0 عع ,3 لحو 1ح‎ j 
x+a=b وظهرت لتسمح بحلول معادلات في صورة‎ 
أعداد حقيقية‎ b » 4 حيث‎ 
Q مجموعة الأعداد النسبية‎ (3 

Q-(— 2ءط,و:‎ ,bz0 

وظهرت لتسمح بحلول معادلات في صورة i ax=b‏ 
4( مجموعة الأعداد الحقيقية R‏ 
( الأعداد النسبية والغير نسبية ) 

وظهرت لتسمح بحلول معادلات مثل 16-2 , 4-ت» 


5) مجموعة الأعداد المركبة © 


وسندرس في هذا الفصل مجموعة أعداد جديدة وهي مجموعة الأعداد 
المركبة. وظهرت لحل معادلات غير حقيقية مثل 

»+1-0 1د‎ —Xx=- Jl 
جه‎ 
1-- لا يوجد عدد حقيقي مربعه‎ 


ويرمز للعدد 0-1 بالرمز أ ويعني تخيلي (غير حقيقي) 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
05 الخيلي: هو العدد الذي مربعه يساوي 1- ويرمز له بالرمز + مثل 
2i, -51,1‏ 
1 ك حاجة ماسة لدراسة هكذا أعدادء فعندما يصادفك جذر تربيعي لعدد 
سالب لا يكون له حل حقيقي بل له حل تخيّلي (غير حقيقي) 


ويمكن كتابة الجذور التربيعية لأي عدد حقيقي سالب بدلالة ¡ فمثلا: 


si‏ = ول 
1 0ك (D‏ 
-a =a / -1 -/5 i‏ / 


وبهذا نستطيع حساب قوی ( (i‏ كما في الأمثلة الآتية: 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


عند رفع (أ) لعدد صحيح موجب فالناتج يكون أحد عناصر المجموعة 
55 ارم 


حيث أن 3 مضاعفات العدد 4 » ١‏ أعداد طبيعية »> b=0,1,2,3‏ 


جد ناتج كلا مما يأتي: l;‏ .155 


san +b .b 
I ك‎ || 


الحل: 


الهدف من الدرس 


1 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


لاحظ الأعداد: 

العدد [3+21 عدد مركب ¿ç‏ العدد [8+2- عدد مركب 
العدد ( 3 ) عدد مركب وصيغته العادية هي [0+3 

العدد ( (—2i‏ عدد مركب وصيغته العادية هي [0-2 


العدد 7 عدد مركب وصيغته العادية هي 0i‏ +7 


7 نستطيع حل المعادلات غير الحقيقية ضمن مجموعة الأعداد المركبة 


حل المعادلة في © : = 9+ x‏ 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


حل المعادلة في © : 0= 2+ x° —2x‏ 


حلول المعادلة هي إ [-1+1,1) 


[1- 2 ] العمليات على مجموعة الأعداد المركبة 


أولاً: عملية الجمع على مجموعة الأعداد المركبة 


x=a+bi , y = c+di ليكن‎ 
أعداد حقيقية‎ 3 , 6 c d حيث أن‎ 

فأن x+y=(a+c)+(b+d)i‏ 
أي أن مجموعة الأعداد المركبة مغلقة تحت عملية الجمع 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


خواص عملية الجمع على مجموعة الأعداد المركبة 


لكل ( و× , (X) , X>‏ تنتمي إلى مجموعة الأعداد المركبة فإن 


©الخاصية الإبدالية: FER‏ يات EK‏ 

©الخاصية التجميعية: × +(ر×+ × )= (وx×+‏ )+× 

©النظير الجمعي: إذا كان x=a+bi‏ فإن: 
—x=—a-bi‏ 


© العنصر المحايد الجمعي: 
العدد المركب ( 0+0i‏ ) هو العنصر المحايد الجمعي للأعداد المركبة. 


` 


إن طرح عدد مركب من آخر مركب يساوي 
حاصل جمع العدد المركب الأول مع النظير الجمعي للعدد المركب الثاني 


e >‏ 1 الهدف من الدرس 
001( 


1) يجد ناتج جمع عددين مركبين أو أكثر 
2 يعدد خصائص عملية الجمع على مجموعة الأعداد المركبة 
3) يجد ناتج طرح عددين مركبين أو أكثر 


a+bi يأتي بالصيغة‎ Ua ضع كلا‎ 
a) (5-3i)+(7+6i) 
b) (7+2i)-(6-4i) 


a) (5-3i)+(7+6i)=12+3i 
b) (7+2i)-(6-4i) =(7+2i)+(-6+2i)=1+4i 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


(2-3i)+x=-2+i ,xe C حل المعادلة‎ 


X= (-2+i)- (2-3i)=(-2+i)+(—2+3i)=-4+4i 


ثانياً: ضرب عددين مركبين 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 

يجد ناتج الضرب لعددين مركبين أو أكثر 
جد ناتج (7+3i)(5+2i)‏ 
الحل: 


(7+3i)(5+2i)=35+14i+15i+6i” =35 أ291-6-29+29+‎ 


.. مجموعة الأعداد المركبة مغلقة تحت عملية الضرب 


م 


مفكوك العدد المركب (a+bi)2‏ 


(a+bi)” = (a)? + 2(a)(bi) +(bi)” = a”-b” +2abi 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


ضع المقدار “(3+21) بالصيغة العادية للعدد المركب 
الحل: 


ضع المقدار (3+i))‏ بالصيغة العادية للعدد المركب 
الحل: 


(3+2i2 = 9+12i+4” = 9+12i-4 = 5+12i 


(3+i)?=(3+i)2(3+i)=(9+6i+i?)(3+i)=(8+6i)(3+i) 


= 24+8i+18i +6Ë =18+26i 


خواص عملية الضرب على مجموعة الأعداد المركبة © 


لكل © > X‏ , وكا , × فإن: 


©الخاصية الإبدالية: ,× . وكا = X.‏ . | 
©الخاصية التجميعية: X1 . (O . X3 (= (<1.X2 ).X3‏ 
©النظير الضربي: إذا كان x= a+bi‏ بشرط 0+01 xz‏ 
I 1‏ 
فإن النظير الضربي هو س ينتمي إلى مجموعة الأعداد المركبة. 


© العنصر المحايد الضربي هو 1+01 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 
يعدد خصائص عملية الضرب على الأعداد المركبة 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


العدد المركب أط+ه=× مرافقه هر a,beR , Xx=a-bi‏ 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 0 


يُعرف مفهوم مرافق العدد المركب 


هه 


خواص المرافق : إذا كانت أك + = لا , x=a+bi‏ 


حيث ¿Í‏ > ل , »© , ط a,‏ فإن: 


إذا علمت أن y=l+i‏ , 


Ox + y = +y 
@x.y= x.y 

x x 
ست و‎ jd 

y y 
تين و©‎ + a =a 
© x - x 
© x. x =a +b 


x=3+i‏ تحقق من خواص تعريف المرافق 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


لفسمة عددين مركبين 
a+bi c-di‏ 


دل .دسل ثم نضع المقدار بالصيغة العادية 
c+di c-di‏ م 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادرا على أن: 
يجد ناتج قسمة عددين مركبين بالصيغة العادية للعدد المركب 


وال ,الكت او ال لي الدركت 
2+i‏ 
الحل: 
3-i 2-i 6-3i-2i+Ë 5-5‏ 
٠ 2+ (2) + (1° 5‏ +2 
|¡ -1 = 


جد النظير الضربي للعدد المركب 1-1 بالصيغة العادية للعدد المركب 


الحل: 
1 
النظير الضربي = — 


1-1 
ثم نضعه بالصيغة العادية: 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


حلل في مجموعة الأعداد المركبة إلى عاملين وبالصورة 32+01 كلا مما 


يأتي: 

x + 16 أ(‎ 

9y2 + X2 ب)‎ 

الحل: 

x” —16Ë = (x-4i)(x+4i) (i 
9y2-x2 = (3y—xi)(3y+xi) ب)‎ 


حلل في C‏ كلاً مما يأتي: 40 ›» 10 
إلى عاملين وبالصورة a+bi‏ حيث أن b ¿a‏ عددان نسبيان 


الحل: 
40=36+4=36-4Ë=(6-2i)(6+2i)‏ 


Or =4+36 =4-36Ë=(2-6i)(2+6i) 
10=9+1=9- Ë=(3-i)(3+i) 
Or =1+9 =1-9P=(1-3i)(1+3i) 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
[4-1] تساوي عددين مركبين 


جد قيمة كل من لاء × الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلة 
x+yi = (1+2i)2‏ 
الحل: 
x=-3 , y=4‏ ج (3+4- x+yi=‏ ,— 425+ز1+4 = X+yi‏ 


جد قيمة كل من لاء × الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلة 
(-3+3i)x + (1+2i)y = 9‏ 
الحل 
y+2yi =9+0i‏ + ع3 +3- 
(—3x+y) + (3x+2y)i=9+0i‏ 


3X+2Y =0 .................. (2)‏ 
نعوض معادلة(1) في معادلة )2( 
9x=-18‏ ج 3x+2(9+3x)=0 + 3x+18+6x=0‏ 


عوض في معادلة 1( 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


جد قيمة كل من لاء × الحقيقيتين اللتين تحققان المعادلة 


X° + y° _ 2x-2yi 
2+i 1-i 
الحل:‎ 
- P 2)¥( 1+i 
2+ 1-i +i 
2+i = 


X+yi =(2+i)(1+i) — x+yi = 2+2i+i+i” —x+yi=1+3i 


X=1 , y=3 
مثال‌16‎ 
)1-2( » x+2yi إذا علمت أن العددين‎ 
XyeR مترافقان جد قيمة‎ 
الحل‎ 
(1-2i)2=(1-2i)2(1-2i)=(1-4i+4Ë )(1-2i) نبسط العدد‎ 


= (-3-4i)(1-2i)=-3+6i-4i+8Ë --11+2[ 


X+2yi = -11+2 جه‎ x+2yi = -11-2i 


X=-]] , 2y=-2 > y=-1 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


x-3yi = 
x,yye R شك مترافقان ما قيمة‎ 2 x ' العددان‎ 
3+2i li 


| 1 - 5 |الجدر التربيعي للعدد المركب 


لإيجاد الجذر التربيعي للعدد المركب اتبغ خطوات الحل الآتية: 


نفرض أن x+yi= J a+bi‏ 
ثم نربع الطرفين فنحصل على 

(x+yi)” = a+bi 

x2 +2xyi+yi” = a+bi 

x2 —y2 +2xyi = a+bi 


وحسب مبدأ تساوي عددين مركبين نحصل على: 


نقوم بحل المعادلتين بطريقة التعويض فنحصل على قيم OX‏ لا الحقيقيتين 
فنحصل على جذرين أحدهما هو النظير الجمعي للآخر 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
متال17 
جد الجذور التربيعية للعدد 3+41 


الحل 
نفرض أن x+yi 5 3+4i‏ 


ثم نربع الطرفين فنحصل على 
(x+yi)” = 3+4i‏ 
x2 +2xyi+y2i2 = 3+4i‏ 
x2 —y2 +2xyi = 3+4i‏ 
وحسب مبدأ تساوي عددين مركبين نحصل على: 


)1( تسم تعد 
2x=4 ` ........ (2)‏ 
1 2 
من معادلة 2) نحصل على )3( 55 "Z‏ 
ف لير 
X2‏ 


وبضرب طرفي المعادلة في س” ينتج : 
0-(1+)(4- )> 4-0 ترج - “ير ج تيرج = 4- XxX“‏ 
إما x=+2‏ و ,4= x‏ 
نجد قيم لا بتعويض قيم X‏ في معادلة )3( tl‏ و 
او 1-=*× يهمل لا ينتمي للأعداد الحقيقية 


الجذران التربيعيان هما X+yi =+2+i‏ 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


متال18 

J5-12i جد ناتج‎ 
aq 

نفرض أن 


ثم نربع الطرفين فنحصل على 
(x+yi)” = 5-121‏ 
x2 +2xyi+y2 = 5-12i‏ 


×2 —y2 +2xyi = 5—-12i 


وحسب مبدأ تساوي عددين مركبين نحصل على: 


XZ 25  ......... )1)‏ 
2xy=]2 `“ ........ (2)‏ 
من pasu‏ تحمل علي )3( مسد pa f‏ 
x‏ 
نعوض في معادلة 1( 
5⁄2-36-0- × — 36-5%- فرج 5 کک مر 
2 
M‏ 


(-9)0C+4)=0 — x=9 or x = -4 همع‎ 


2= ج or x=-3‏ 2-=ل — X=3‏ و 


x+yi = (3-2) or (-3+2i ) الجذران التربيعيان هما‎ . — 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
تمارين )1-1( 


a+bi يأتي بالصورة‎ Ú س1) ضع كلاً‎ 
a) (I +i! 223 
b) )-1+2i)” +(3-i)(-2+4i) 
c) (1-i)° +(1+i) 
يأتي:‎ a الحقيقتين في كل‎ y × س2) جد قيمة‎ 
a) (5+3i)x +(3-2i)y=4-9i 
(2—iy 
1+2i 
c) (1+2i)x + 4i -1=(2+3i)y 


b) 2x-3yi = 


d) (“+9y°)(1+i)=2x+6yi 


س 3) حل المعادلات °¿ C‏ 


a) >—6x+13=0 b) x>+7=0 
3-i -1+7i . 
L= , m= س4) إذا علمت أن العددين‎ 
X+yi 3+4i 


مترافقان جد قيمة y ¿X‏ الحة 


س6) جد الجذرين التربيعيين لكلا a‏ يأتي: 
i (1‏ 1+3 تلت 


1+i 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


[1 - 6 ]التمثيل الهندسي للعدد المركب 


Z=x+yi‏ هي الصيغة العادية( الجبرية) للعدد المركب 
والصيغة الإحداثية (الديكارتية) للعدد المركب هي y)‏ , «)-2 


ضع الأعداد المركبة الآتية بالصيغة الإحداثية (الديكارتية) ومثّلها هندسياً. 
Z ,=—-3+2i n Z, = -1-4i n Z;= 1-21 0 Z ,=1+4i‏ 
الحل 


التتكل [1-1] 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
[1- 7 ]الصورة المثلثية(القطبية) للعدد المركب 


5 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 
يحول العدد المركب من الصيغة العادية إلى الصيغة المثلثية وبالعكس 


من خاصية المثلث القائم الزاوية: 


التتكل [1- 2 ] 
+y > TT‏ شير دم 
r‏ يمثل مقياس العدد المركب Z‏ ويرمز له بالرمز || 2 | 
وهو عدد حقيقي غير سالب ( عدد موجب) 


x 
cos0 =—— — X= r cos0 
r 


y 


sin0 = 5 — y= r sin0 


وبتعويض y (X ¿aŠ‏ في الصيغة العادية ألا + ×= نحصل على 


Z=r 00560 +rsin0i 4 z= r ] cos0 + i sin0 [ 


xX 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


ك مراجعة لادرسه الطالب في مرحلة الأول علمي ° 
>Z‏ 


القيمة الأساسية للسعة (0,2m]‏ 08 


45° 60° 30° الدالة 
sin0 Í I E‏ 
t>‏ 1 ل cos0‏ 
x 0 2‏ 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


جد الصورة المثلثية للعدد المركب أ¡ 3/+ 1 


الحل 
(1,J3)‏ 
2 = ول r+ -J(1+(3y‏ 
x 1‏ 
cosd =‏ ج ا 
y /3‏ 
sing = — — sin0 =‏ 
r 2‏ 
ا 
3 


4 ' 7 
القيمة الأساسية للسعةع- 0 


Z=r [ cos0+ isin0 [ <——— الصورة 58 لل‎ 


2 - 2 [cos — +i sin — ] 
3 3 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


حول الصيغة العادية للعدد المركب (1-1) إلى الصيغة المثلثية؟ 


الحل 
)1-, 1( 


2- 2 1-) + )1( - ر +× لدم 


x 1 
cos0 k a — cos0 p 
5 لا‎ š -1 
sinê — 0 2 
في الريع الرابع‎ ) 1 ٠ - 1( موقع النقطة‎ 
مج- و‎ - = Z 
Í 0 القيمة الأساسية للسعة‎ 


Z=r ] cos0+ isin0 [ الصورة 58 لل هه‎ 


2-2 ] 5 771 +i وزو‎ JT ] 
4 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


متال22 
ST... 5T‏ 
حول الصورة المثلثية للعدد المركب [- < وزو ا + ومن ] 2 =2 
3 
إلى الصيغة العادية للعدد المركب 


3 1 
الحل : و6 وزو ااا - =cos60°‏ 0053009 


3 
| 3/-1-[ امش ب 


حول الصيغة العادية للعدد المركب ( 2-21- ) إلى الصيغة المثلثية 


x ر‎ -1 
cos0 لح‎ — 600560 = 25 = 9 

f -2 -1‏ لا 
sin0 = — sin0 0 6‏ 


موقع النقطة (2 - . 2- ) في الربع الثالث 
3 5 


4 
Z=r [ cos0+ isin0 [ <——— الصورة 2585 ل‎ 


0 =+ — 


ST نے‎ 5 
2- 2/2 [cos —_ +1 غك مزو‎ 
L 61 1 Ñ 1 
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القيمة الأساسية للسعة- 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


-2i‏ 2/3 بالصيغة المثلثية( القطبية) 


x 2032 3 


cos0 لح‎ — COSÜ = —— = — 
r 4 2 
y ر‎ -1 
sing - — sin0 = 4 = 2 
مج - و‎ = ۳ 
6 117 5 
6 


الصورة 2583 ل ل هه [ Z=r ] cos0+ isin0‏ 


Z = 4] 5 ل‎ +i sin Û J 
6 6 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


عبر عن كلا من الأعداد الآتية بالصيغة القطبية: 


a) 1 b) -1 c) i d) -i 
الحل‎ 
a) 1- 1+0 ج‎ )1,0( 
r = (1) +)0(” =1 
.ا‎ (1.0) 
cos0 = 1 1 القيمة الأساسية للعدد المركب‎ 
0-0 ھی‎ 
sin0 = 0 : 
9 1 0 m= 
Z = 1) cos0 +isin0) E s 


b) -1 = -1+0i ج‎ )-1.0( 
r = (1) +)0(” =1 


القيمة الأساسية للعدد المركب1- 


cos0 = -1 8-« هي‎ 
)1.0( | | 0 
5120-0 
0= x 
Z = 1) cosx +isinr) 
] 5 - 1[ الشكل‎ 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


c) i= 0+i ج‎ )0.1( 


القيمة الأساسية للعدد المركب أ 1 (1 , 0) 1= ?)1(+ (0) r = J‏ 
هي و ۱ 

cos0 = 0 | 
sin0 = 

=e. 

' 1 
Z = 1) 5 "+ isin > ) 
2 [6-1J التتكل‎ 


3 القيمة الأساسية للعدد المركبا-‎ 1 ET 
1 3 J] 
هي ر =0 ا‎ | 

31 
Z = ( cos — + isin——) ] 7 -1[ السكل‎ 


الصورة المثلثية للعدد i‏ 


الصورة المثلثية للعدد —i‏ 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
عبر عن كلا من الأعداد الآتية بالصيغة (المثلثية) القطبية 
=i‏ ,2 ى 5= و3 
الغلا 


3] 1 ] = 3 ] ©6050 + isin0 [ 


5] -1 [ = 5 ] 605, + isinz [ 


. f .. 
2[ i] = 2 [ cos — + isin ل‎ 
[i] [ ” 5 


| 3 3 
7-1-7 [cos —- + isin — [ 


ضع المقدار أحح بالصيغة العادية للعدد المركب ثم جد صورته 


1+ 
المثلنية.‎ 
الحل‎ 
: 1 i_2 
li 1-j 1-i-i+i 
1+i 1-i 2 


الصيغة العادية للعدد المركب = 0-1 


اضر النظفية للعدد المركب r a‏ 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


Z, = ri [ ©6056 + isin0; |] 


Z, = r> ] cos0, + isinO» |] 


r 
= e [ cos(0,-02)+isin(0,-02)] 
2 r, 


تم 
س 
| 


2) Zı. Z, >  . F> ] cos(0,+02)+isin(0,+02)] 


إذا كانت 
Z, = 4 [ cos 27 + isin 27 7‏ 
3 
Z, = 2 [ cos es qis ]‏ 
6 
جد 20 جره a) 21.22 b)‏ 
الحل 
ZZ, n ir _ 3F‏ - رودو - و a)‏ 
6 6 6 3 
+isin 3 ]‏ و ]42 = Z I.Z>‏ 
J 1‏ 
+4i —‏ 3ل 4-= Z22 = 8[ - — +— i]‏ 


2 2 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


1 ع1- 4r‏ 1 21 
ES‏ ے ZR‏ = رم- ىم = 0 (ط 
5 " 6 3 01-02 = 0 ) 


2, - و2‎ = (4=2)[cos—— sisin—— ] = [i] =2 


ملاحظة_ 
يمكن إثبات صحة المتطابقة 1 = cos20 + sin20‏ 
cos20 + sin20 = cos20 - sin20 i‏ 
(cos0+isin0)(cos0-—isin0)‏ = 
(cos0+isin0)(cos0+isin0) !‏ = 
(cos0+isin0)°” = 1‏ = 


حلل المتطابقة 51820 + 0520© إلى عاملين ضمن مجموعة الأعداد 
المركبة 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


89 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 
يوجد مفكوك عدد مركب 


لكل n‏ تنتمي للأعداد الطبيعية > 0 تنتمي للأعداد الحقيقية فإن: 


(cos0 + isin0 J = cos n0 + isin nO 


اخس ) 37 ہز¡ + cos‏ ( 


127 127 
( cos ; ú _ ) 


(cos0 + isin0 ) = cos 00 - isin n0 


( cos — +i ر‎ 


cos 3T - i sin 3T = cos 300° - isin 300° 


3 3 
= cos 609 - (isin 605 = cos 60° + isin 60° 


2 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
| ]9-1[ مفكوك العدد المركب بطريقة ديموافر 
8 الهدف من الدرس 
مثال31 أن يكون الطالب قادراً على أن: 
جد مفكوك ”( 1-1) بطريقة ديموافر 1) يجد مفكوك العدد المركب 
2) يجد الجذور التربيعية أو التكعيبية 
الحل 


r = | ×+ ر‎ -| (+ )-12 -2 


x 5‏ 
2 00 < = 600560 
aS‏ ¥ 
sinê = — 00 2‏ 
موقع النقطة (1 - ٠‏ 1) في الربع الرابع 
۳ د كل م2 و 
4 4 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
متال32 


i apama‏ 3 / +1-) بطريقة ديمواقر 


الحل 


9 
s s 


r= J 2+ 1-)ل- ر‎ + x 0 


f -1 
cosd - ا‎ 
: 2 
: 3 
sind = — للسعة لوا‎ 
| 2 
E s 


2 
7 كلك +isin‏ كك ومع ] 27 - 27 


lar .. 14 د‎ 7 
s. — + isin 3 |z بطرح 2 دورة‎ 
3 کک‎ 
e + isin 2r ] 
3 
7-128 ]- لك‎ Ë ف‎ i [= -64+ 64/3 i 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
] 10-1] إيجاد الجذور للعدد المركب بطريقة ديموافر 


لكل n‏ تنتمي للأعداد الصحيحة الموجبة» 0 5 تنتمي للأعداد الحقيقية فإن: 


متال33 
جد الجذور التربيعية للعدد المركب 1 3/ + 1 بطريقة ديموافر 
الحل 
(E 9)‏ 
cos0 = s. ; s 12 0‏ 


Z - 2] cos موب ك5‎ ] 
3 


k=0 2ل جه‎ - 2 [cos — *isin—-] 


z -2 00 كم‎ 


k=] 2ل ج‎ = 3 [eos t + i sin TE ] 


u o Drs" 


2 2 
41 


42 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


جد الجذور التكعيبية للعدد 271 بطريقة ديموافر 


الحل 
)0,27( > 0+271 
-J0+(2 -]27 - 27‏ + 
r‏ 

cos0 = 0 , 5100 =1 دنه‎ 
k=0 جه‎ Z - 3 ] cos — +i sin —] =] ع‎ 1 

6 6 2 2 
l 0 Sm ST ` _ 11 ES 
k=1 — Z =3 [ cos +i sin [ =3[ E 


3: 


Ir 


3.2 
k=2 — Z = 3 [ COS 2 al sin [ =3] —i]=-3i 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


تمارین(2-1) 
TT 1-5i 0‏ 
س1) إذا علمت أن ET‏ ضع بالصورة المثلثية كلا من: 
l‏ 
1 — 
Z , Z ,—‏ 
2 


س2) جد قيمة SS‏ مما يأتي: 
T‏ ا ل 2R . . 2T‏ 
— وزوز - — a) ( cos —+ i sin — () cos‏ 
(cos + i sin 2É (cos 2‏ ) 
b) (cos 45 ° + i sin 45 ) + (cos 15 -isin 15 )‏ 
س3) جد ناتج كلا مما يأتي وبطريقة ديموافر 


م 1+7- 


تخ ) ره 3-3( b‏ "(02/3-2ره 


س4) جد الجذرين التربيعيين بطريقة ديموافر لكلا ممّا ياتي: 


a) -1+3 i b) 4i(1+i) ' c) 16i 
س5) جد الجذور التكعيبية بطريقة ديموافر لكلا مما يأتي:‎ 
a) -27i b) 8i c)i 


س6) جد 32i‏ |7 وبطريقة ديموافر 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
]١11-1[‏ الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 
يجد الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 


جذر حقيقي وهو 1 I‏ 


LV : :‏ 
جذرين تخيليين مترافقين هما 2-1 ±< 
نفرض أن 1 - z‏ 
نحلل بطريقة الفرق بين مكعبين 0 = 23-1 


-1 5 


22 +z+] =() أو‎ 


Q z (D° -4000(‏ ير 
20 
_-1+/3i _ P‏ 3- لہ ± _ 


2 
2 2 2 2 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
الجذور التكعيبية للواحد الصحيح الموجب هي: 


خواص الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 


1) مربع أي من الجذرين المركبين يساوي الجذر المركب الآخر وهما مترافقان 
2) مجموع الجذور التكعيبية للواحد الصحيح -0 

3) الفرق بين الجذرين التخيليين - 00 ar‏ 

4( حاصل ضرب الجذرين التخيليين =1 


فإذا رمزنا لأحد الجذرين المركبين بالرمز (ه) فإن الجذر الآخر هو ( 7©) 
ولذلك يمكن كتابة الجذور التكعيبية للواحد الصحيح على الصورة: 
هھ ,۵ , l‏ 


وهذه الجذور تحقق الخواص الاتية: 


ومن هذه الخاصية نحصل على: 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


من الخاصية 1- 0 يمكن التوصل إلى النتائج الآتية: 


8 
I 
e 
8 
I 
و‎ 
e 
I 
8 


8 
a 
lI 
8 
8 
در‎ 
lI 
— 
س‎ 
——— 
— 
س‎ 
—— 
lI 
س‎ 


وبالاستمرار على هذا المنوال فإن قوى (0) لأعداد صحيحة تأخذ إحدى 


القيم 1 + Oo‏ 2ه 
3n+a _ af.‏ 


حيث أن: n‏ عدد صحيح » a=0,1,2,3‏ 


فمثا ۵ 02 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


اش“ 


ثبت أن (30+ه+2)3-=”(”50+ ن9+5) 
الحل 

الطرف الأيسر 

( 9+5[e+e?] ) = (9 +5]-1[(*-)9-5(2-)4(2 -6 


الطرف الأيمن 
*(ه+ [2ه+2)3]1- 
—2(3[-o ] +o )°‏ = 
o )°‏ + @3-(2- = 
16 -(803-)2--20(3-)2- = 


-2)3+302 +o) 


الطرف الايمن = الطرف الايسر 


سهل المقدار (02 + ¡ +1)( ص+ا+1) 


الحل 
+i) = (e° +i)(-a*i)‏ “ه+1)زا+ (1+o‏ 
@`-io2—ia+iË?‏ = 

= 1-i[e°+e]+(-1) 
= 1-i[-1]-1=i 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 


جد قيمة (20+ 1+30-072()2+302-) 
الحل 


(2+30()305+2+20ن-1-) 
+2[1+o])‏ “ه3) ( ه3 + o‏ ( 
)] “م-]2 + 30 () 4o‏ ( 
(5ه2- “ه3)( ه4) 
=(4o ))» =4 =4x1=4‏ 


جد قيمة (1-60-202()2-0-502) 
الحل 

([ه-1-]5-ه-202()2-[1-02-]1-6) = 

= )1+6 +60 -20“ ()2-0+5+50( 

(ه7+405()74) = 

= 49+280+280 +160 

= 49+28[o+o ]+16x1 

=49+28[-1]+16 

=49-28+16 


ضع المقدار5-2100-2102(2) بالصيغة العادية للعدد المركب 
الحل 
(5-2i[a+o”])”= (5—-2i[-1])?2=(5+2i)2 =25+20i-4=21+20i‏ 


= 


الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
متال40 


5 


جد قيمة (ه-" ه1-4-)(ه+” ن1+9) 


الحل 
(ھ - ھ ه1-4-)(023 + هھ 2 ن1+9) 
(ھ- 0 1-4-)(۵+ ن1+9) 
(2ه4-ه-1-)(مو9+ +1( 
(5ه2-4م)(ه9+ م-) 
4--241--2403--(302-)(80) = 
متال1 4 
كون المعادلة التربيعية التي جذراها 
3+20+305([7)-مه , 1-20-202(25)-ا 
الحل: 
الجذر الأول 
1--ة(ن-)-”(ن2+[ه-]3)- *(ه2+[5ه+3]1) m=(3+2o+3o2)*=‏ 
الجذر الثاني 


1+2)”—=(3)”=9( = ”([1-]1-2)= “([“وخم]1-2)حا 


m+L= -—1+9 =8 
m.L= (-1)(9) =-9 


2—(m+L) x + m.L =0 
x—(8])x+(9)-O جا‎ x -8x -9-0 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
إذا علمت أن 30+ 202 L=‏ , 20+302- 
1( برهن أن L ¿m‏ مترافقان 
2( كون المعادلة التربيعية التي جذراها 18 L.‏ 


m+L= 20+30” + 202 +3@ 
m+L= 20+30 +30” - 2 


m+L= 5@ +50” =5[o+o”]=5[-1]=-5 


(ه3+ ”ھ2 ))”30+ھm.L=(2‏ 
m.L=40° +60” +60“ +9‏ 
m.L= 4x1 +60” +60» +9x1‏ 
13-6-7-[1-]13+6-[و+ m.L= 13+6[o”‏ 
العددان مترافقان لان مجموعهما وضربهما = عدد حقيقي 
2) المعادلة التربيعية 
x2—(m+L) x + m.L =0‏ 
x + 7 =0‏ (5-)-ت» 
x2+ 5x + 7 =0‏ 
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الوحدة الأولى الأعداد المركبة 
تمارين ) 3-1 ( 
س 1) اكتب المقادير الآتية في أبسط صورة: 


) (1+) + (1+ 


a 
b) 3+4 0+3“ )” 


c) ی‎ 5+ 2 +1 

a) (1—o)° 

b)(o+ 30 +20) 

“ا +i "+o‏ و ” ن) c)‏ 
4 هده ) (0 | 

س 3) أثبت أن: 
داوم aye ar‏ 
0 ۵ھ ۵ھ 
2 
b) 2o+1 2_ 1+0 ) =0‏ 
ھ۵ 0 


س4) كون المعادلة التربيعية التي جذراها 
a) (1+o—o2) ; (1-o+o° )‏ 


b) 12i» , 1+2“ 


S! 


الوحدة التانية 


a R| القتطوع‎ 


الهدف من دراسة الوحدة 


ينبغي بعد دراسة الوحدة الثانية أن يكون الطالب قادراً على أن: 
1( يعرف القطوع المخروطية (دائرة-مكافئ ناقص -زائد) 

2( يجد معادلة القطع المخروطي (دائرة-مكافئ-ناقص -زائد) 
3( يرسم القطع المخروطي (دائرة-مكافئ-ناقص -زائد) 

4) يحل تطبيقات عملية تخص القطع المخروطي 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


مفردات الوحدة الثانية 


]2 - 1[ موضوعات في الهندسة التحليلية 

]2 — 2[ القطوع المخروطية 

]2 — 3[ الدائرة 

]2 - 4[ معادلة الدائرة القياسية 

[2 - 5] معادلة الدائرة إذا مست احد المحورين أو مع كليهما 
]2 - 6[ المعادلة العامة للدائرة 

]2 - 7[ علاقة نقطة بالدائرة 

[2 - 8] علاقة مستقيم بالدائرة 


]2 — 9[ معائلة مماس الدائرة 

[2 - 10] القطع المكافئ 

[2 - 11] انسحاب المحاور للقطع المكافئ 
[2 - 12] القطع الناقص 

[2 - 13] انسحاب المحاور للقطع الناقص 
[2 - 14] القطع الزائد 


]2 - 13]انسحاب المحاور للقطع الزائد 


54 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


[1-2] | موضوعات في الغندسة 
22505 دراسة الهندسة المستوية دراسة الأشكال المخثلفة كالخطوط 
لمستقيمة والدوائر والمثلشات التي تقع في مستوى واحد وتبرهن 
النظريات بطريقة الاستنتاج ابتداءً ببديهيات معينة. 

أما في الهندسة التحليلية فتدرس الأشكال المستوية بواسطة استحداث 
نظام إحدائيات y)‏ ×) ثم استعمال قوانين ومعادلات مختلفة. 

وإذا أردنا تلخيص دروس الهندسة التحليلية بجملة واحدة فلربما كان 
التلخيص المناسب كما يلي تعطى معادلة ما لتجد بيانهاء أو بالعكس 
تعطى بيانا لمعادلة ما فتجد هذه المعادلة. وفي هذا الفصل سنستعمل 
طريقة الإحداثيات لدراسة بعض الأشكال المستوية الأساسية. 

إن جميع الاشكال التي سندرسها في هذا الفصل يمكن الحصول عليها 
من تقاطع مستوى معين مع مخروط دائري قائم كما في الشكل 
(2 -1) ولهذا سميت بالقطوع المخروطية ويمكن تلخيص الحالات كما يلي: 
إذا قطع سطح المخروط الدائري القائم: 
©بمستو عمودي على محور المخروط الدائري القائم ولا يحوي رأس المخروط 
فإن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى دائرة. 
© بمستو مواز لأحد مولداته فإن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى القطع 
المكافئ. 
© بمستو غير مواز لقاعدته ولا يوازي أحد مولداته فإن المقطع يمثل شكلاً 
هندسياً يسمى القطع الناقص. 
© بمستو يوازي محور المخروط الدائري القائم ويقطع مولدين من مولدات 
المخروط الدائري القائم فإن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى القطع الزائد. 
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التتكل [ 2 -1] 


إذا أمعنا النظر في خلق الله عز وجل في هذا الكون الكبير سوف نرى: 
ك الكواكب والنجوم تتحرك في مدارات إهليلجيه (قطع ناقص) 

كموفي الذرة نلاحظ أن الألكترونات تدور حول النواة على مدارات إهليلجيه 
كموفي انتشار الصوت حيث نلاحظ في آلات تكبير الصوت الحديثة 


كصوكذلك تستخدم في انتشار الضوء كما في ضوء السيارة فهو مجسم مكافئ 
هذا الشعاع على السطح المجسم وبصورة أفقية وكذلك جميع الأشعة المنطلقة 
من المصباح ممّا يؤدي إلى إنارة الطريق أمام السيارة 

كموكذلك في الرادار لتعقب طائرات العدوء وفي الصواريخ .... الخ 
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لتكن (x Jy)‏ نقطة ثابتة في المستوي وليكن ax+by+c=0‏ مستقيماً 
ثابتاً في المستوي ¿uds‏ عندئذ مجموعة كل النقاط التي نسبة بعد كل منها 
عن النقطة (x y)‏ إلى بعدها عن المستقيم ax+by+c=0‏ تساوي عدداً ثابتاً. 


a‏ سبق نلاحظ أن لكل قطع مخروطي (ماعدا الدائرة) ثلاثة مفاهيم أساسية 
يتعين بها هي: 


(Í‏ النقطة الثابتة (لا» (x‏ تسمى بؤرة القطع المخروطي 
ب) المستقيم الثابت ax+by+c=0‏ يسمى دليل القطع المخروطي 
ج) النسبة ت تسمى بالاختلاف المركزي. 


الهدف من الدرس 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
هي مجموعة النقط في المستوي التي يكون بعدها من نقطة 
ثابتة تسمى (المركز) يساوي مقداراً ثابتاً يسمى (نصف القطر) 
لذا سنرمز لمركز الدائرة بالرمز (اء m(h‏ ونرمز لنصف قطر 
الدائرة بالرمز (r)‏ 
حيث أن ( ¿y‏ × ) هي نقطة في المستوي. 
n(x <Y)‏ 
USúlJl‏ ]2-2[ 


الهدف من الدرس 


[4-2] معادلة الدائرة القياسية 
دائرة مركزها (۸» ۳)۲ ونصف قطرها (r)‏ من الوحدات حيث أن 0 < r‏ 
والنقطة (لاء n(x‏ نقطة في المستوي الإحداثي mn=r_:O‏ 


[een + توس‎ = r 


وبتربيع الطرفين سنحصل على الصيغة القياسية لمعادلة الدائرة: 


(xh) + “لديم‎ = r 


في حالة الدائرة التي مركزها نقطة الأصل )0 ٠‏ 0) ونصف قطرها (r)‏ تصبح 
22.21 القياسية لمعادلة الدائرة هي: Ls‏ وكير 
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مساحة ومحيط الداثرة 


دائرة مركزها )5 ç‏ 3( ونصف قطرها )4( وحدات جل معادلتها ومساحتها 


. ومحيطها‎ 
الحل‎ 
(xh)? + (yk? = 2 > (3) -+(y-5-16 
A=m” = x(4) =16r مساحة الدائرة‎ 
P=2rr =2r(4)=8r محيط الدائرة‎ 


التتكل ]3-2[ 
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دائرة مركزها ( 3- » 5 ) ومساحتها 47 وحدة مربعة جد معادلتها 
اسا 
الحل 
4r =m + =4  r=2‏ ج A=xr?‏ 
(n? + (yk? - > (c + (+3) =4‏ 


التتكل [4-2] 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


الحل 
التتكل [5-2] 

(xh) + (yk) = ° > (<-2) + (y-0) =4 

مساحة الدائرة 4= x(2)2‏ = تدم 

محيط الدائرة 4-(2)2- P=2rr‏ 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الأصل وتمر بالنقطة )2 ٠‏ 2). 


الحل: 
2 2 - 
yi)‏ - هلا ) + ( × - r= /) x‏ 
r 2-0 + (2-0 = 8‏ 
معادلة الدائرة 
2-8 جر جد 2= شن + ©« 
x‏ 
طريقة ثانية للحل: 


وض النقطة ( 2 +2 ) في معادلة الدائرة 
r2=8‏ هج 2 = °)2( + °)2( X2 + ۳2 _y‏ 


ia X2 s. V. = و‎ X2 + V° -8 
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الوحدة التانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
جد معادلة الدائرة التي تمر بنقطة الأصل وتقطع جزئيين متساويين موجبين 
من المحورين طول كل منهما = 2 وحدة 
الحل) 


XI + X> _ 0+2 1‏ _ 
ü 2 7‏ 2 
1- 2+0 ے 732 — بين 
2 2 
المركز = )1 » 1( 
ولحساب ۲ نجد البعد بين المركز (1 » 1) واحدى النقطتين ولتكن (2 + 0) 
الحل: 


r= J (x — xi (2 + ( y> — “زرلا‎ 


r -/)0 - 12 + (2-1) 2 
معادلة الدائرة‎ 
(xh) + (yk) = ° > (1) + (y-1) = 2 


É” 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


جد معادلة الدائرة التي مركزها ( 1 »1-) وتمس المستقيم الذي معادلته 
X+2y + 4-0‏ 


2-1 
ومن معادلة المستقيم 0- »ع + لط + ×ج دخ 
1x + 2y +4 =0‏ 


c=4 
(1 ç 1( يحسب من قانون البعد بين المستقيم ونقطة خارجة عنه‎ ٣ 


| a.h +b.k+ c | _ 1x(-1)+2x(1)+4 | - 3 


| a2+b2 (1) + (2)° 


EET 3 ¿L 8 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
[2- 5] أمعادلة الدائرة إذا مست احد المحورين او مع كليهما 


الهدف من الدرس 


9إذا مست الدائرة التي مركزها (كاء (h‏ ونصف قطرها (r)‏ محور السينات 
فإن: 


| »ا | - r‏ ونقطة التماس (0 › (h‏ 


جد معادلة الدائرة التي تمس المحور السيني ومركزها )2 ç‏ 3( 


الحل: 

الدائرة تمس محور السينات ‏ > 2= | r=| k‏ 
معادلة الدائرة 

(—-h+(y-k2=- شر‎ > (<-3) + (y-2)? = 4 
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©إذا مست الدائرة التي مركزها (hk)‏ ونصف قطرها (r)‏ محور 
الصادات فإن: 


(O (k) ونقطة التماس‎ r=| h| 


[0-2] USúJl 


جد معادلة الدائرة التي تمس المحور الصادي ومركزها (1- » 4) 

اکل 
الدائرة تمس محور الصادات — r=|h|=4‏ 
معادلة الدائرة 
(y+1) = 16‏ + *4-مم جا شر  -‏ لديم + (xh)‏ 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
0إذا مست الدائرة التي مركزها (h,k)‏ ونصف قطرها (r)‏ المحورين فإن: 
r=| h| -| k|‏ ونقطتي التماس )0( ) (O 4k).‏ 


فإذا كانت الدائرة تمس المحورين وتقع في : 
1( الربع الأول يكون مركزها (r, r)‏ 


) الربع الثاني يكون مركزها (r, r)‏ 
3 الربع الثالث يكون مركزها ( -٣ , -٣‏ ) 
) الربع الرابع يكون مركزها (7- )١,‏ 


— مم مم ميد م l:‏ 


SE TN NET 


5 


التتكل [11-2] 
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جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الاحداثيين ومركزها (4-. 4) 
الحل: 
الدائرة تمس المحورين > 4-/) 
معادلة الدائرة 
(xh) + (yk = ° — (x-4) + (y+4)- 16‏ 


التتكل ]12-2[ 


مثال 10 


جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الاحداثيين وتقع في الربع الثالث 
ونصف قطرها(5) وحدات 
الحل: 
الدائرة تمس المحورين الاحداثيين وتقع في الربع الثالث 
(r, -2 (>) -5 , -5( <‏ 
معادلة الدائرة 
(xh) +(y-k2=- 7 + (x+5) + (y+5) = 5‏ 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الإحداثيين عند النقطتين 
)3 .0( :)30( 
الحل 
الدائرة تمس المحورين 
ونقطة التماس k)‏ 0) او (h.0)‏ — )3⁄0).(03( 


معادلة الدائرة 
9 - ”رضن + (n) + (yk? = > (C3‏ 


متال 12 


جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الإحداثيين وتمر بالنقطة ( 1 2) 


الحل: 


التتكل [13-2] 
الدائرة تمس المحورين < r=|h| =|k|]‏ 
معادلة الدائرة 
(——h2+(y-k2=- 7 +> (2-0 + (1-0 = r‏ 
>y r -6r +5=0‏ شن 7+ 4-4r+2 + 1-2r‏ 
1م (r-5)(r-1)=0 — r=5 or‏ 
r 5‏ تهمل لا يتفق مع شرط المسألة 
اد ترس + ترم O‏ نوسي + رضم 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
TE‏ 7 


يستنتج معادلة الدائرة العامة من تبسيط المعادلة 


القياسية 


معاذلة الدائرة بصورتها العامة فاتحة من تسل bt‏ القياسية: 
(h)? + (yk) = P‏ 
X2 —2hx + h + y2 —2ky + k2 =r2‏ 


X° + y” —2hx —2ky + h + ° — r” = 0 


a=2h ,b=2k , c=h% +k -r 


— المعادلة بالشكل: 


من المعادلة العامة للدائرة نلاحظ أن: 
© معادلة من الدرجة الثانية للمتغيرين X Jy‏ 
© معامل ”×= معامل ل (الأفضل أن يكون 1) 
© المعادلة خالية من الحد xy‏ 
© 0< 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
متال 13 
جد إحداثيات مركز ونصف قطر الدائرة: 
2x + 2y2 +12x -8¥ + 6 =0‏ 
الحل: 
جل تكامل “لات معامل =y2‏ 1 بقسمة المعادلة على 2 
x2 + y2 +6x -4y + 3 = 0‏ 


x2 + y2 +ax + by + c= 0 بالمقارنة مع المعادلة‎ 
ه-‎ -6 -b -(-4) 
h = 0 --3 , كا‎ - = =2 
2 2 2 2 
)-3 ç 2 ( = المركز‎ 


0 رد ره )د عتم + r=?‏ 


متال 14 


دائرة معادلتها x2 + y2 -8x + 10y + c=0‏ 
ونصف قطرها - 7 جد قيمة © 
الحل 
بالمقارنة مع المعادلة 0 = +ax + by +c‏ 2و + x2‏ 
0- هم )8-(- ه 
5-- م ول کم 
2 2 2 2 


-c‏ ”)5 + )4( د7 ج عتم + تمدع 


49 = 41 — > c= -8 
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]2 — 7 ] | علاقة النقطة (لاء (x‏ بالدائرة 


n(x, ¥)‏ 
ù nx. y)‏ 
mn >r mn< r mn= r‏ 
النقطة تقّع على الدائرة النقطة داخل الدائرة النقطة خارج الدائرة 
r‏ التنتكل ]4-2[ 
الطريقة الأولى: 


نعوض النقطة في معادلة الدائرة فإذا كان: 

1( الطرف الأيسر = الطرف الأيمن فالنقطة تقع على محيط الدائرة 
2( الطرف الأيسر أقل من الطرف الأيمن فالنقطة تقع داخل الدائرة 

3) الطرف الايسر أكبر من الطرف الأيمن فالنقطة تقع خارج الدائرة 
الطريقة الثانية: 

نجد البعد( 5 ) بين المركز ١ ,k)‏ ) والنقطة ( لا , (x‏ فإذا كان : 
s=r (I‏ فالنقطة تقع على محيط الدائرة 

2( ۲> 5 فالنقطة تقع داخل الدائرة 


s>r (3‏ فالنقطة تقع خارج الدائرة 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


متال 15 
لتكن X2+y2=36‏ معادلة الدائرة بين موقع النقطة (3-. 4) 


فيما إذا كانت النقطة تنتمي للدائرة أو تقع خارج الدائرة أو داخل الدائرة 
الحل: 


25 = 3-( + 4( >+ - تير + تك 
الطرف الأيسر أقل من الطرف الأيمن » النقطة تقع داخل الدائرة. 


الطريقة الثانية : 
r=6‏ + 36-م 


8 =|) x + (y - y) = J(4-0) + (3 -0 


8-/25 -5 


نلاحظ أن ؟ > s‏ فالنقطة تقع داخل الدائرة 


X? +” -2-20+1-0 ¿<‏ معادلة الدائرة 
بين موقع النقطة ( 1 ٠‏ 2) 
فيما إذا كانت النقطة تنتمي للدائرة أو تقع خارج الدائرة أو داخل الدائرة 
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[2 - 8 ] | علاقة مستقيم بالنسبة للدائرة 


يوضح علاقة مستقيم بالدائرة 


علاقة مستقيم بالنسبة للدائرة إما أن يكون المستقيم: 


© قاطعاً للدائرة في نقطتين 


هقاطعاً للدائرة في نقطة واحدة (مماس للدائرة) 
©غير قاطع للدائرة (خارج الدائرة) 

المستقيم يمس الدائرة المستقيم لا يقطع الدائرة 
( أى يقطع الدائرة في نقطة واحدة) 


المستقيم يقطع الدائرة في نقطتين 


التتكل [15-2] 


لتحديد كل وضع من الأوضاع السابقة 


كيتعيين مركز الدائرة وطول نصف قطرها 
كي إيجاد بعد مركز الدائرة عن المستقيم 
ثم نقارن هذا البعد بنصف القطر للدائرة فاذا كان: 
© البعد أقل من نصف القطر فالمستقيم قاطع للدائرة بنقطتين 
© البعد = نصف القطر فالمستقيم قاطع للدائرة من نقطة واحدة 
هي نقطة التماس (فهو مماس للدائرة) 
@ البعد أكبر من نصف القطر فالمستقيم خارج الدائرة 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
مثال 15 
بين علاقة المستقيم x-y+2=0‏ بالنسبة للدائرة التي معادلتها: 
x? +y2 +4x+2y+1=0‏ 


الحل: 
بالمقارنة مع المعادلة 0 - » + x2 + y2 +ax + by‏ 
_b 2‏ 4 8- 
n= -—— 2 ,k- " =1‏ 
2 2 2 2 
المركز = ) 1- ç‏ 2- ( 


r= | +K —e = ( -2 )° + (-1)° — (1) 7 . 


نجد المسافة بين المستقيم x-y+2=0‏ ومركز الدائرة (1-,2-) 


k=-1 a=] ,6--1 , 6-2‏ , 2-دم 
4a +k +e _ | 16C2*CD<CD22 |‏ 
تررم + درم | + | 
عن 
2 


المستقيم قاطعاً للدائرة لان r >d‏ 
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]2 - 9 ] إمعادلة مماس الدائرة عند نقطة 


لإيجاد معادلة مماس الدائرة 


متال 17 


جد معادلة مماس الدائرة 5- ”ر + ”× عند النقطة (2 » 1) 
الحل: 


e ولا‎ - yi 5 2-0 =2 
X2 — X| 1-0 
3-5 -1 
M العمود‎ 2 — 
m 2 


معادلة مماس الدائرة هى: 


(<-1) 


(y) M (=x) — (y-2) -— 


—2y-4=x+] ج‎ ×+2¥ -5-0 
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س1) جد معادلة الدائرة لكل مما يأتي: 

1( مركزها )4 .3( وقطرها يساوي 10 وحدات 

2( تمس المحورين على بعد 3 وحدات من نقطة الأصل 
المحور السيني ومركزها (4- + 0 ) 

207 النقطة ) 2 ,1=( وضر بالتقطة ( 0+ 2-) 
5( نهايتها أحد أقطارها النقطتان (3 » 4) » ( 20-1 ) 


س2) جد إحداثيات المركز ونصف القطر مع رسم الدائرة لكل ممّا يأتي: 


x + شن‎ +6y =0 (1 
3x+3y” -18x-24y=81 (2 


س3) جد معادلة الدائرة التي مركزها ( 2 + 1-) وتمس المستقيم 


12x + 5y + 7 = 0‏ 
س4) جد معائثة المماس والعموذي على المماس للدائرة 13- ر X‏ 
عند y=2‏ 


س5) جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطة ( 1 + 2-) وتمس مستقيم 
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[2- 10[ القطع المكافئ 
2( يجد معادلة القطع المكافئ إذا كانت بؤرتاه 
تنتمي لمحور السينات أو تنتمي لمحور الصادات 


1 - 


مفدمه 

إن القطوع المكافئة مهمة وذلك لتطبيقاتها العديدة في العالم الفيزيائي فإذا 
أطلقت قذيفة تحت تأثير الجاذبية الأرضية فإنه يمكننا أن نثبت أن مسارها 
هو قطع مكافئ وذلك إذا أهملنا مقاومة الهواء والعوامل الأخرى. وتفيد 
خواص القطع المكافئ في صناعة المراصد الفلكية والكشافات الضوئية 
وكذلك تفيد 
في الرادار وهذه بعض من تطبيقات القطوع المكافئة. 


التتكل [16-2] 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


تعريف القطع المكافئ 
هو مجموعة النقط التي تقع في مستوى واحد وعلى أبعاد متساوية من نقطة 


ثابتة ۴ تسمى البؤرة ومن خط مستقيم معين D‏ يسمى الدليل يقعان في 
المستوى نفسه. 


توضيح التعريف : 


لتكن مجموعة النقط ( لا , Q(x‏ في المستوي والتي يكون بعد كل منها عن 
نقطة ثابتة (0 » 3)! تسمى البؤرة حيث أن 0 < ۾ مساوياً دائماً لبعدها 
—< 

عن مستقيم معلوم يسمى الدليل لا يحوي البؤرة ويرمز له ب D‏ 

QF = Qd أي إن:‎ 

ويسمى المستقيم المار بالبؤرة والعمود على الدليل بمحور القطع المكافئ 

QF -1 
Qd 


أي إن: 


التتتكل [17-2] 
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(اشتقاق معادلة القطع المكافئ الذي رأسه في نقطة الأصل وبؤرته تقع 
على محور السينات ( الاشتقاق للاطلاع فقط 


التتكل ]8-2[ 
لتكن النقطة )0 )۴ هي بؤرة القطع المكافئ والمستقيم x=—a‏ 
مواز لمحور الصادات ولتكن Q(x,y)‏ من نقط القطع 


اكه 
المكافئ وليكن 10 Qd‏ 
ومن تعريف القطع المكافيء 00 = QF‏ 
J 22 5 15 2 _ 02‏ 
(x—a)“ + (y-0) (x+a)“ + (y-y)‏ 
بتربيع الطرفين وفتح الأقواس 


X2 -2ax + a” + y” = x +2ax +a” ھ4‎ y2 =4ax 


تمثل معادلة قطع مكافئ رأسه في نقطة الأصل 
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( اشتقاق معادلة القطع المكافئ الذي رأسه في نقطة الأصل وبؤرته تقع 
على محور الصادات» 


الشكل [19-2] 
لتكن النقطة (ه ٠»‏ ۴)0 هي بؤرة القطع المكافئ والمستقيم 2--ا 


مواز لمحور السينات ولتكن Q(x,y)‏ من نقط القطع 
جي لد 
المكافئَّ وليكن D‏ 1 000 


ومن تعريف القطع المكافيء 00 - QF‏ 


|| (<-0) + (y-a)? . (x—x)? + (y+a) 
بتربيع الطرفين وفتح الأقواس‎ 


x° ترد‎ —2ay +a” = y2 +2ay + a” — x° =4ay 


فال tsala‏ 23 رأة فى ف الان 


m‏ وبؤرته تقع على محور السينات 
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< É 


! 
I 
! 
1 
١ 
I 
! 
0 ! 
١ 


التتكل [20-2] 


الوتر البؤري للقطع المكافئن 42 = mn‏ 


81 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


ملخص لحالات معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل 


كه رالمعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل 


المعادلة 


Z‏ أ سيد سنه دی 
i‏ 
البؤرة ( 0 , F(a‏ ! 


التتكل ]21-2[ 


كتهرالمعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل 
المعادلة 
-معادلة الدليل y2=—-4ax X=a T‏ 
لا دا 
F(-a , 0 ) |‏ البؤرة 


الشكل ]22-2[ 
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كهرالمعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي رأسه نقطة الأصل 


المعادلة 
البؤرة x°=-4ay‏ 


التتكل ]24-2[ 
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متال 18 


جد إحداثيات البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئن =—8y‏ ”× 


الحل: مقارنة بمعادلة القطع المكافئ x =-4ay‏ 

-4a = -8 ج‎ a=2 
F(0, -a) — F(0, -2) البؤرة‎ 
y=a= 2 یل‎ 2 


مثال 19 
جد إحداثيات البؤرة ومعادلة الدليل للقطع المكافئ =4x‏ الا 
ثم ارسمه بيانياً. 


الحل: مقارنة بمعادلة القطع المكافئ 4ax‏ = ثلا 

4a=4 ج‎ a=] 
ج (8,0)ع‎ F(1,0) البؤرة‎ 
x=—a= -2 معادلة الدليل‎ 


نحتاج نقاطاً إضافية 
x 0 1‏ 


چ تا س تنا - س 
> 
lI‏ 
| 
س 


(1, 2) 


y 0 | 2 


لس س qa‏ 


الشكل [25-2] 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


جد معادلة القطع المكافئ إذا علم: 

(Í‏ وتره البؤري =12 وبؤرته تقع على محور الصادات السالب 
(Í‏ بؤرته )0 ¿ 5) والراس نقطة الأصل. 

ب) معادلة الدليل y-1=0‏ ورأسه نقطة الأصل. 


الحل: 
أ) الوتر البؤري 4a=‏ 
2-3 جه 4-12 
X=-4ay — x =-12y‏ 


ب) نحصل على 3-5 ونعوض في المعادلة ×48=”ر 
20x‏ = ”۷ 


ج) من معادلة الدليل a=1‏ — ]عن 


X=-4ay — ته‎ - 4 


متال 21 


جد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته نقطة تقاطع المستقيم 
2y + 6-0‏ + ×3 مع محور الصادات. 
الحل 
نجد نقطة تقاطع المستقيم مع محور الصادات > 0=× 
2-3 ج (3-,0) — 3-حلاج 3)0(+2y+6=0‏ 
X2 = -4ay — x =-12y‏ 
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فی يمر بالنقطتين ( 6| 2-, 1).( 1,2016) 
والرأس نقطة الأصل جد البؤرة ومعادلة الدليل ومعادلة هذا القطع. 
الحل: 
النقطتين متناظرتين حول محور السينات: 
نكر s hu‏ نعوض 6 2 -لا, x=1‏ 


8-6 ج 24-43 ج =4a(1)‏ 2( 2.6( ج 2و4- تل 
البؤرة (2)6:0 
معادلة الدليل x=-6‏ 
معادلة القطع المكافئ y=24x‏ ج *(4)6- y‏ — 2«2و4- y2‏ 


متال 23 


جد معادلة القطع المكافئ الذي دليله يمر بالنقطة (5-» 3) والرأس في 


نقطة الأصل 

الحل: 

يوجد احتمالان للمعادلة القياسية لعدم تحديد موقع البؤرة 
الاحتمال الأول: 


البؤرة تنتمي لمحور السينات > معادلة الدليل 8-3 ج 2-3 
y=-12x‏ جد y=-4ax‏ 

الاحتمال الثاني: 

البؤرة تنتمي لمحور الصادات > معادلة الدليل 8-5 ج 5-دل 


x”=4ay ج‎ x°=20y 
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متال 24 
جد معادلة الدائرة التي مركزها بؤرة القطع المكافئ الذي معادلته 
y2=—20x‏ ونصف قطرها = 4وحدات 
الحل) 


y2=-4ax — -48--20 ج‎ 2-5 


بؤرة القطع المكافئ )0 5— F(‏ وتمثل مركز الدائرة 
معادثة الدائرة 
(x+5) + (y-0)° =]6‏ و ”= (xh) + (y-k)°‏ 


متال 25 


جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بمركز الدائرة 
X2+y2-4x+2y=0‏ وبؤرته تقع على محور الصادات . 


المركز = ( 1- .2 ( 
القطع المكافئ يمر بمركز الدائرة (1- + 2( 


x” =-4ay — (2)” --49)01( ج‎ 2-1 
x =-4ay — x=-4(1)y — x =-4y 
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مثال 26 
باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ إذا علم أن بؤرته )0 » 3-) 
والرأس في نقطة الأصل. 
الحل 
Q(x,y) ¿<‏ تنتمي للقطع المكافئ 
QF = Qd‏ 


تدوج ةرسم = +(y-0‏ ترمد ) J‏ 


x +6x+9+y2 = x -6x+9 —y2=-12x 


26-2 JI 
iu 


باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ إذا علم أن بؤرته )9 + 0( 
والرأس في نقطة الأصل. 


کے 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


نأخذ سطحا بشكل قطع مكافئ مصقولا من الداخل ويدور حول محوره 
ونضع في بؤرته مصباح ضوئي فإن جميع الاشعة المنعكسة تكون موازية 
لمحور القطع المكافئ. 


الشكل ]27-2[ 
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[11-2] | انسحاب المحاور للقطع المكافئ 
ن يعون هب قادرا عى ن: 


يجد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه 
النقطة (h ç k)‏ ومحورهيوازي 
محور السينات و محورالصادات 


المعادلة القياسية للقطع المكافئ الذي محوره يوازي أحد المحورين 
الإحداثيين ورأسه النقطة ( (h ¿(k‏ 

لتكن النقطة h ¿ k)‏ ) رأس القطع المكافئ والنقطة F(a+h k)‏ بؤرته 
ومعادلة دليله x=-a+h‏ 


< 
> 
II 
I 
o 
1 
= 


*----- = — = = = = = = = = — — = = 


التتكل ]28-2[ 
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Q۴ = Fd ¿ASA ومن تعريف القطع‎ 


9 ( x-a-h )° + (y-K)” = ' ( x+a-h)” +(y-y)° 
بتربيع الطرفين وفتح الأقواس نحصل على:‎ 


المعادلة القياسية — (ط-»«)43 = (y-k‏ 


معادلة قطع مكافئ بؤرته تقع على محور يوازي محور السينات 
إحداثي الرأس (h. k)‏ 

F۴)a+h ¿ k) إحداثي البؤرة‎ 

معادلة الدليل x=-a+h‏ 

معادلة المحور در 

وبنفس الطريقة نجد معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته تقع على 
محور الصادات وهي 


(x-h)” =4a(y-k) المعادلة القياسية‎ 


إحداثي البؤرة ب ( 2+1 2» (h‏ 


معادلة الدليل y=-a+k‏ 
معادلة المحور x=h‏ 
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حالات المعادلة القياسية للقطع المكافئ | | 


الذي محوره يوازي أحد المحورين الإحداثيين ورأسه النقطة (h + k)‏ 


m‏ محور القطع المكافئ يوازي محور السينات 


(y-k)2 =4a(x-h) المعادلة القياسية‎ 


البؤرة بعد الانسحاب F(a+h , k)‏ 
ومعادلة الدليل بعد الانسحاب +١‏ 4- = × 


المعادلة القياسية (y-k)2=—4a(x-h)‏ 


واحداثي البؤرة بعد الانسحاب ( F(-a+h , k‏ 
ومعادلة الدليل بعد الانسحاب x=a+h‏ 


m‏ محور القطع المكافئ يوازي محور الصادات 


المعادلة القياسية (ا-لا)ه4- “(ط-») 


البؤرة بعد الانسحاب ( F(h ,a+k‏ 
معادلة الدليل بعد الانسحاب y=—-a+k‏ 


المعادلة القياسية (x-h)2=-4a(y-k)‏ 


البؤرة بعد الانسحاب ( F(h ,-a+k‏ 
معادلة الدليل بعد الانسحاب a+k‏ حلا 
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متال 27 


من معادلة القطع المكافئن ‏ (2-)4- ”(۷+1) 
جد الرأسء البؤرة» معادلة المحورء معادلة الدليل. 


الحل: 
مقارنة مع المعادلة القياسية 
المعادلة القياسية (y-k)2 =4a(x-h)‏ 
h=2 , 4a=4 > a=1‏ , ]= 


الرأس )1-.2( كيم 
البؤرة Ffarh,k)=F(1+2,-1)=F(3,-1)‏ 
معادلة الدليل 1= 2+ 1- = x = -a+h‏ 
معادلة المحور 1-= y=k‏ 


مثال 28 


من معادلة القطع المكافن ×-4y = 6x-5‏ 
جد الرأسء البؤرة» معادلة المحورء معادلة الدليل. 
الحل: 
نرتب المعادلة =4y-5‏ يمت 
نضيف للطرفين مربع نصف معامل X‏ 
x-6x + 9 =4y-5 + 9‏ 

(<-3 )'-4y+4 جه‎ (x-3)°-4(y+1) 

مقارنة مع المعادلة القياسية 
(x-h)” =4a(y-k)‏ 
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[1-هج h =3 , k=-1 ,4a=4‏ 


,k)=(3,-1) الرأس‎ 
F(h, ark )=F(3,1-1) =F(3,0) البؤرة‎ 
y = —-a+k = -1 -1 --2 معادلة الدليل‎ 
x=h =3 معادلة المحور‎ 


متال 29 


من معادلة القطع المكافئن 1-× = ثلا 
جد الرأسء البؤرة» معادلة المحورء معادلة الدليل. 


الحل: 
(y-0) = 1 (x-1)‏ 
المعادلة القياسية (y-k)” =4a(x-h)‏ 
1 
SF 3‏ جا h=1 , k=0 , dal‏ 
الرأس (hn,k)=(1,0)‏ 


F(ath,k)- لع‎ +1,-1(-#) 32 ,-1(  ةرؤبلا‎ 
4 


معادلة الدليل کا مطنب ب لدوب جار 
معادلة المحور y=0‏ 
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س1) جد المعادلة للقطع المكافئ في كل مما يأتي 
ثم ارسم المنحني البياني لها: 
(Í‏ بؤرته مركز الدائرة ‏ 2(”=17+/)+”(3-×) 
ب) معادلة الدليل 1=0+×16 والرأس نقطة الاصل. 
س2) في كل مما يأتي جد البؤرة والرأس ومعادلتي المحور والدليل للقطع 
المكافئ: 
2x+16y=0 (I‏ 
y=- 4082) (—‏ 
ج( 6= x+4x+2y‏ 
د( y”+8x-6y+17=0‏ 
س3) جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطة ( 2 , 5 ) 
والرأس نقطة الأصل. 
س4) جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين(1 » 3/) :)1 3 -) 
س5) جد معادلة القطع المكافئ الذي دليله يمر بالنقطة ( 3- » 2) 
س6) باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافئ الذي 
Wai‏ 2 2 = والراين فة الال 
س8) جد معادلة القطعين المكافئين اللذين يتقاطع دليلهما بالنقطة )7 .3 -) 
ورأسيهما في نقطة الأصل. 
س9) جد معادلة القطع المكافئ الذي دليله يمر بمركز الدائرة 
y”+X-6x-8¥=27‏ 
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اشن ات 


الهدف من دراسة القطع الناقص 
أن يكون الطالب قادراً على أن : 


GS 
يرسم القطع الناقص‎ (3 


من المعروف أن مدارات الكواكب في النظام الشمسي هي قطوع ناقصة تقع 
الشمس في احد بؤرتيها فهذه واحدة من التطبيقات المهمة للقطوع الناقصة. 
تعريف القطع الناقص 

هو مجموعة كل النقاط في مستوى معين التي يكون مجموع بعديها عن 
نقطتين ثابتتين (تسميان البؤرتين) يساوي مقداراً ثابتاً. 

توضيح التعريف 

لتكن بؤرتا القطع الناقص هما )0 <F,(c‏ (0ء Fo(-c‏ والعدد الثابت 

هو 23 حيث أن +٠  83<0‏ 0<© ويسمى المستقيم المار بالبؤرتين 
بالمحور البؤري ويقطع القطع الناقص في نقطتين تسميان رأسي القطع 
وتسمى قطعة المستقيم الواصلة بين الرأسين بالمحور الكبير وطولها ( 28 ) 
أيضاً ويساوي مجموع بعدي أي نقطة ( لا x.‏ )۵ من نقاط القطع الناقص 
عن البؤرتين أي أن QFI+QF,=2a  :‏ 

وتسمى القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتي تقاطع المستقيم العمود على 
المحور الكبير من مركز القطع الناقص مع القطع الناقص بالمحور الصغير 
وطولها (2b)‏ حيث ٥<0‏ ونهايتاه تسميان القطبين . 
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كهر 
اشتقاق معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على محور السينات ومركزه نقطة 
الأصل (لاطلاع) 
الشكل [30-2] 
QF, + QF, =2a‏ 
(e-0) + |o +(y-0) -2a‏ 
+(y-0)°‏ “زوجم 2a-‏ = “رمدم رمم | 
بتربيع الطرفين والتسهيل ينتج: x2 y2‏ 
Ea‏ 
a b‏ 


V (za , 0 ( الرأسان‎ 
F (+c , 0 ) البؤرتان‎ 
m )0 , +b ( القطبان‎ 
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كه رمعادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه على محور الصادات ومركزه نقطة 
الأصل x y2‏ 
ne G=‏ د 

b° a 


V (0 , +2 ) الرأسان‎ 
F (0 , +c ) البؤرتان‎ 
m (+b , 0 ( القطبان‎ 


التتكل ]31-2[ 


ملاحظات 


1( العلاقة 2 — c2=a2‏ 
2( مساحة القطع الناقص 8-207 


p= >| a b uU ss 
2 


c 
e=— الاختلاف المركزي‎ (4 
a 
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مثال 30 


جد إحداثيي الرأسين والبؤرتين وطول المحورين والمسافة بين البؤرتين 
والاختلاف المركزي للقطع الناقسن الذي معادلته 


ثم ارسمه ]= + 


25 16 


الحل: 
x° Ç‏ 
مقارنة بالمعادلة القياسية + /ل , نحصل على: 
a° b°‏ 
الرأسين )5,0-( ,)5.0( ج —a=5‏ 22-25 
القطبين ( 4- , 0 ) , )044( ج —b=4‏ 16= ”ط 


السافة بين ارقم .366 
طول المحور الكبير 23-0 
قول المحورالضغير 2628 


3 
الاختلاف المركزي الا 0 
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مثال 31 

بني جسر مقوس على شكل نصف قطع ناقص في إحدى مناطق 
ولاية الرقة › فإذا كان طول قاعدة الجسر 20017 وأعلى نقطة 
في القوس فوق الطريق الأفقية 8177 › جد : 

1) طول الجسر المقوس 

2) البعد بين بؤرتي القطع الناقص 


التتكل [33-2] 


322-00 > 3-100 + 23-200 
02-6 ج b=4‏ ج 2-8 


1( طول قوس الجسر = نصف محيط القطع الناقص- 
للد 10000+16 190000+16 | „ p?‏ + 2ج EKE‏ 


c2= a” - b2 = 10000 —16 =9084 + >| 9084 (2 


البعد بين البؤرتين 9084 |.2 = 2c‏ 


100 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


في أحد المصانع التابعة لولاية حلب (مصنع الفتح لتصنيع الخزانات الكبيرة) 
يتم صناعة خزان وقود قاعدته بشكل قطع ناقص أبعادها 

6m , 4۳‏ أحسب: 

1( مساحة ومحيط القاعدة 

2( حجم الخزان علماً أن ارتفاعه 101/0 
الحل 


10 m 


التتكل [34-2] 


1( 9= 2 ج a=3‏ ج 23-6 
b” =4‏ > 0-2 ج 20-4 


2م A= abr + A=6x‏ 
محيط القاعدة (محيط القطع الناقص) 


| 2 2 
P = 2 — = 2rJj6.5 m 


3( حجم الخزان - مساحة القاعدة x‏ الارتفاع 
V= 6r x 10 = 60r mš‏ 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


متال 33 


أطلقت قذيفة هاون على مسار بشكل نصف قطع ناقص ووفق المعادلة 
x2 2‏ 
]= لحاس + — — 
جد: 900 10000 
1) المدى الأفقي للقذيفة 
2 أقصى ارتفاع تصله القذيفة 
3) طول القوس الذي سارت عليه القذيفة 


I — —Em...., 9‏ 4+ 
—A‏ | عدبي | 
> ي د ; > 4 
—— — ڇڪ 
المدى الافقي 
57 الشكل [35-2] 


a” = 10000 + 3-100 
b” =900 ج‎ 6-0 


1( المدى الأفقي للقذيفة 2a= 200 m‏ 
2( أقصى ارتفاع تصله القذيفة m‏ 5-30 


3) طول القوس الذي سارت عليه القذيفة - نصف محيط القطع الناقص 


| a2 + b2 
=7] | د‎ 
2 
| 1 
= x — = |5450 xm 
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متال 34 


قطع ناقص طول محوره الكبير ضعف طول محوره الصغير جد 
أختلاقه المركزى. . 


نعوض معادلة (1) في معادلة (2) : 
c =-|3 b‏ ج c2-3b2‏ جه 2ه e2 = 4b‏ 


الاختلاف المركزي — - 


رسم القطع الناقص عمليا اذا علمت بؤرتاه وطول محوره الكبير 
نأخذ خيطاً طوله يساوي طول المحور الكبير للقطع الناقص 
ونثبت أحد طرفيه في إحدى البؤرتين والطرف الآخر في البؤرة الثانية 


خبط 


3 


ثم نشد الخيط بقلم رصاص ونحرك القلم بحيث يكون في جميع أوضاعه 
شاداً للخيط فيرسم طرف القلم الملامس للخيط منحني القطع الناقص. 


ست 
_-- 
- 


طول الخيط -28 2 4 
المسافة بين الوتدين (البؤرتين) <2 ا š L‏ 


- 
ای‎ ٢ ٢ا د‎ , x S 
E جا يي‎ ié SS. 


الشكل [36-2] 
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متال 35 
أراد أحد مزارعي ولاية دمشق رسم سياج لأرض زراعية مستطيلة الشكل 
أبعادها 20 » 12 بحيث يكون شكل السياج قطع ناقص » أين يدق الوتدين 


۴ الوتد الاول 2“الوتد الثاني 


طول الور SW‏ 20 ي 


التتكل [37-2] 
)1( ..... 85-100 ج a=10‏ — 28-20 


)2( ..... 59-36 ج 2b= 12 + b=6‏ 
c=8‏ ج 64= e”‏ ج “مط a”‏ = 02 
موقع الوتدين C=8‏ عن المركز 
طول الحبل ( وحسب تعريف القطع الناقص) = 28 


محيط السياج ( محيط القطع الناقص) 
a + 2 10036 _‏ 
م 2 - E‏ 
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صفيحة مستوية بشكل قطع ناقص مركزها نقطة الأصل والمسافة بين بؤرتيها 
= 6 وحدات والفرق بين طولي محوريها = 2 وحدة وبؤرتاه تنتميان لمحور 
السينات» جد مساحتها واختلافها المركزي ومعادلتها ثم ارسمها 


a,b,c لرسم القطع الناقص نحتاج قيم‎ (Jall 
6-ج2‎ — c=3 > =9 ال‎ (1) 


2a - 2b =2 جه‎ a-b=] جه‎ a=b+] 
— a? =(b+1)° ..... (2) 
¢” = ج ”ظط - ”ھ‎ 9=(b+1)2—b?° ج‎ 9-02 +2b+1-b° 
20-8 ج‎ b-4 ج‎ 67-6 
(2) نعوض 3-4 في معادلة‎ 
a” -)4+1( =25 ج‎ a=5 
A= abr =20r 


معادلة القطع الناقص 
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متال 37 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل واحدى بؤرتيه بؤرة القطع 
y?=12x ¿UM‏ و طول محوره الصغير = 10 وحدات. 


الحل: 
=12x‏ ”۷ وبالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ y =4ax‏ 
3-ج جه 43-12 
.. بؤرتا القطع الناقص )3.0( Fo(-3.0) + F‏ 
)1( .... 9= ”ع Ə‏ 60-3 
b=5 —b°?*=25 ...... (2)‏ ج 20-10 


C =a” جه 7م‎ 9=a2-25 ج‎ a? ° =34 


دائرة مركزها نقطة الأصل وقطرها 10 وحدات › رسم داخلها 

قطع ناقص بحيث طول محوره الكبير ينطبق على قطر الدائرة » 
واختلافه المركزي = 0.8 جد معادلة S<‏ من الدائرة والقطع الناقص 
ثم جد النسبة بين مساحة القطع الناقص ومساحة الدائرة 
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e. 
©إذا كان المستمع واقف في بؤّرة غرفة على شكل قطع ناقص‎ 
فإنه يسمع الصوت الصادر من شخص آخر واقف في البورة الأخرى للقطع‎ 
الناقص بشكل واضح‎ 


قاعة على شكل قطع ناقص 


¥ # 
i < í ¿‏ ت باتجاه المنحذ 
وة ضنوت usu‏ بأوضح صوت بو كرك جاه المنحني 
` 
١‏ 0" 
2 
9 € 


مستمع واقف في البؤرة شخص واقف في البؤرة 


التتكل [39-2] 


#الغلاف الجوي ( طبقة الأوزون) تعكس موجات الاتصال 
أو الراديو او التلفاز حيث أن محطة الإرسال في بؤرة ومحطة الاستقبال في 


البؤرة الأخرى 
لغلاف الجوي 
2 


0 محطة اال موجات محطة ارسال موجات 
التتكل [40-2] الشكل (45-2) 


© تدور الأرض حول الشمس في قطع ناقص إحدى بؤرتيه هي 


]41-2[ USülJl 
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متال 38 
قطع ناقص مركزه نقطة الأصل وطول محوره الصغير يساوي قطر الدائرة 
التي معادلتها 0 = 6۷+ ”ل + ”× والمسافة بين بؤرتيه = 4 وحدات 


وبؤرتاه على محور السينات 


الحل 
نجد قطر الدائرة 0= x2 + y2 +6y‏ 
بالمقارنة مع المعادلة 0 = x2 + y2 +ax + by + c‏ 
6- 0- 0 8- 
)م )ام 
2 2 2 2 
(Wr 5523658‏ 
= ولد )37-0( +ترم)/د rs. e‏ 
Est‏ = 6 
2b=6 — b=3 — b° =9‏ 
2c=-4 —c=2 > c° =4‏ 
4=a 2-9 + a =13‏ ج C” =a” -b”‏ 
x2 2 2 2‏ 
]= .. + 0 كت ]= _ + 
a° b 13 9‏ 
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تبين لنا أن مركز القطع الناقص بأنه نقطة تقاطع محوري تناظره فإذا كان 
المركز عند النقطة ( (h ¿k‏ والمحوران يوازيان المحورين الإحداثيين فإننا 
نحصل على معادلة القطع الناقص في الإحداثيات الجديدة كما يأتي: 
المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الأكبر يوازي المحور السيني 
ومركزه النقطة (h .k)‏ 

عند انسحاب مركز القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل )0 + 0( على 


بمقدار h‏ من الوحدات وبمقدار ك من الوحدات على محور الصادات 


تصبح المعادلة القياسية للقطع الناقص بالصورة الآتية: 


إحداثي الرأسين 
V(#a+h , k)‏ 
إحداثي القطبين 
M( h, +b+ k)‏ 
إحداثي البؤرتين 
F(+c+h , k)‏ 
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المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي محوره الأكبر يوازي المحور الصادات 
ومركزه النقطة ل (h‏ 


+ =] 
b° a° 
إحداثي الرأسين‎ 
V(h , +a+ k) 
إحداثي القطبين‎ 
M( +b+ h, k) 
إحداثي البؤرتين‎ 
F( h , +c+ k) 
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متال 39 


عين كلا من البؤرتين والراسين والمركز ثم جد طول كل من المحورين للقطع 


(x- 2) (y- 1)° الناقص:‎ 
+— 1 
9 25 
الحل‎ 
(x ل‎ (yz kK)” 0 مقارنة بالمعائكة القياسية:‎ 
b° a2 š; 


(h,k)=(2 ,1) 


a2=25 ج‎ a=5 
05-9 ج‎ b=3 
c2 = ”۾‎ - b2 ج 25-9-16 = ”م جه‎ c=4 
الرأسان‎ 
vı (h,atk) ج‎ w(2, 5+1) (2,6)رلا ج‎ 
يلا‎ (h ,-a+k)— v( 2 , -5+1( > (4-,2)2ل/ا‎ 
البؤرتان‎ 
F, ( h ' c+k ) ج‎ F ( 2 ; 4+1) ج‎ F (2,5) 


F. ( h , -c+k ) چ‎ F>( 2.5 -4+1) جه‎ 72)2,-3( 


معادلة المحور الكبير x=h=2‏ 
معادلة المحور الصغير y=k=]‏ 
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تمارين )2 - 3 ( 
س1) عين كلا من البؤرتين والرأسين والقطبين والمركز ثم جد طول المحورين 
والاختلاف المركزي للقطوع الناقصة المبينة معادلتها في كل مما يأتي: 


2 02 _ 
/ ر +0 “سم 
25 81 


9x? + 4y2+36x-8y+4=0 (+ 


x° +22 - 8x + 4y -0 ب)‎ 


س2) جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل الذي بؤرتاه 
( 0+ 3+ ) ويمر ببؤرة القطع المكافئ الذي معادلته x‏ 8/2 - ”ر 


س3) جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وطول محوره 
الصغير = 12 وحدة وبؤرتاه (6 + » 0 ) 
س4: جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه في نقطة الأصل وبؤرتاه على 
محور السينات والمسافة بين بؤرتيه = 16 وحدة ويمس دليل المكافئ 
0-“36جثلا 
س5) جد معادلة القطع الناقص الذي الذي مركزه في نقطة الأصل ويمر 
ببؤرتي القطع المكافئ —28x‏ ”ل ويقطع من محور السينات جزءاً 
طوله 12 وحدة 
س6) جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه في نقطة الأصل 
وتبعد إحدى بؤرتيه عن أحد الرأسين بالعدد 2 وطول محوره الصغير 
يساوي 8 وحدات 
س7) قطع ناقص معادلته hx +ky2=144‏ , أحد رأسيه ( 6 0 ) 
ويمر بالنقطة ( 3 ل 2ء 3- ) جد ۸,۸ 


س8) قطع ناقص مركزه في نقطة الأصل › واختلافه المركزي = 0 


ومساحته = 7 6 وحدة مربعة جد معادلته. 
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EE RH 


الهدف من دراسة القطع الزائد 


أن يكون الطالب قادراً على أن 

1( يعرف القطع الزائد > 

2) يرسم القطع الزائد 3( يجد معادلة القطع الزائد 
تعريف القطع الزائد : 


هو مجموعة النقاط في المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي أي 
منها عن نقطتين ثابتتين (البؤرتين) يساوي عدداً ثابتاً = 28 


2a =| QF, - QF, | 


اشتقاق معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور السينات 
ومركزه نقطة الأصل (للاطلاع فقط) 


التتكل [42-2] 
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النقطة Q(x,y)‏ تنتمي لمنحني القطع الزائد ومن تعريف القطع الزائد: 
QF, 5-5 QF, | =2a‏ | 
QF, _ QF, = +2a‏ 


مدع = (y-0)2‏ + تزهج (| — [(x-e)” + ((y-0)2‏ 
وبعد التبسيط وبتربيع الطرفين كما في معادلة القطع الناقص سابقاً نحصل 
على: : 


معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور الصادات 
ومركزه نقطة الأصل 


التتكل [43-2] 


بنفس الأسلوب السابق نجد أن 
معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه على محور الصادات ومركزه نقطة الأصل 
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قطع زائد بؤرتاه على محور قطع زائد بؤرتاه على محور 
السينات ومركزه نقطة الأصل الصادات ومركزه نقطة الأصل 

y 3 x2 y 

]= لاد ]= = 

a2 2م‎ a2 2م‎ 

۴, (O,c) البؤرتان‎ ۴ )C,0(  ناترؤبلا‎ 

F2 (0, -c) F, (-c ,0 ) 

V (0 ,a ) الرأسان‎ V (a ,0 ) الرأسان‎ 

V, (0 ,-a ) V, (-a ,0 ) 


العلاقة بين الثوابت  +b‏ ”ج ”م 
c>a , © <0‏ 

طول المحور الحقيقي = 28 

طول المحور المرافق (التخيلي) = 20 

المسافة بين البؤرتين = 26 


e= s >1 الاختلاف المركزي‎ 
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طريقة رسم القطع الزائد 
x2 7‏ 
او 5 معادلة القطع الزائد المراد رسمها 


(0 b) (0 b) ونعين النقطتين‎ (-a ç 0) «(a ç 0) ©نعين النقطتين‎ 


التتكل [44-2] 
©نكون مستطيلاً من هذه النقط أضلاعه توازي المحورين 


التتكل [45-2] 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


©نرسم قطري المستطيل يمثلان المستقيمين المحاذيين لمنحني القطع الزائد 


[46-2] الشكل‎ SES 


© ثم نرسم ذراعي القطع الزائد ونعين البؤرتين 


التتكل ]47-2[ 
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الوحدة التانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
متال 40 
y.‏ 2 
قطع زائد معادلته هي ]= 
5 £ 9 16 .- 

جد إحداثي الرأسين والبؤرتين وطول المحورين والمسافة بين البؤرتين 
والاختلاف المركزي ثم ارسمه 
الحل 
مقارئة بالمعادلة القياسية 1= = 
نحصل على: 


a” =16 —Aa-4 > )ولا , (4,0)رلا‎ -4 ,0( 

b” =9 —b-3 > mí((0,3) , m,(0,-3) 

e” = a” +b” — c?=25 جه‎ c=5 > F,(5,0),F.(-5,0) 
2a= 8 طول المحور الحقيقي‎ 
26-6 طول المحور المرافق‎ 
26-0 المسافة بين البؤرتين‎ 


التتكل [48-2] 


الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


متال 41 


جد معادلة القطع الزائد الذي طول محوره الحقيقي - 6 وحدات والاختلاف 
المركزى سارى 3اواليورتان غ aa‏ ارات 


الحل: 
a2=0 ........ (1)‏ ج a=3‏ جه 6 2a=‏ 
c 6 2‏ 
c=6 > 67-36 ...(2)‏ > — 22 و e=‏ 
a 3‏ 
9+b2— b2=27‏ -36 جد C2 =a+b‏ 
معادلة القطع الزائد 
x2 y. — —‏ 
اك E‏ ا 
a? b2 55 9 27‏ 


مثال 42 


قطع زائد مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور الصادات وطول 
محوره المرافق = 6 وحدة وطول نصفي القطرين البؤريين لنقطة تنتمي 
إليه يساوي 13 + 5 على الترتيب 


الكل 
b=3 > b2=9‏ ج 20-6 
|QF, - QF, |=2a — 2a=| 13 - 5|‏ 
22-6 — 2-4 ج 2-8 — 
y2 x y2 3‏ 
1= چ ا ي ر 
a 0 16 9‏ 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


معادلة القطع TT‏ الذي مركزه النقطة (h m‏ ومحوراه يوازيان المحورين 
المتعامدين . 


V(za+h , k) الرأسين‎ aaj 
m(h,+b+k) إحداثي القطبين‎ 


إحداثي البؤرتين ‏ ( , ۸++)۴ 


(y- h) (- kK) يوازي محور الصادات تصبح المعادلة:‎ 
a — b 1 


إحداثي الرأسين (22+1, ط )لا 
إحداثي القطبين m(+b+ h,k)‏ 


إحداثي البؤرتين +k)‏ عل, ۴)۸ 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 


سنقتصر في هذا البند ] 2 -15 ] على إيجاد البؤرتين والرأسين ومعادلة 


المحورين 


مثال 43 


عين كلاً من البؤرتين والرأسين ثم جد طول المحور الحقيقي والمرافق 


للقطع الزائد الذي معادلته 


الحل) 
مقارنة بالمعادلة القياسية: 


26-0 جا وحن وچ 


الرأسان 


23-6 — 
26-8 جا 


5 @ >= “وه فق حا ثم 


(y+ 2) مم‎ 1y 
_ =1 


(h.k)-(1,-2) 
a =9 جا‎ a=3 
52-16 — b=4 


vı (h ,a+k)—v( 1, 3+)-2(( > v.(1,1) 


və (h ,-a+k) )ولا ج‎ 1 , -3+)-2(( — və(1,-5) 


البؤرتان 


Fi(h,c+k) )رعج‎ 1 , 5+)-2(( —F,(2,3) 


7-.1( > ))2-(+5= , 1 )رع > ( عاجه- , 8 ) رع 


معادلة المحور الحقيقي 


معادلة المحور المرافق y=k=-2‏ 
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الوحدة الثانية -الهندسة التحليلية -القطوع المخروطية 
تمارين (2 -4) 


س1: ¿ae‏ كلا من البؤرتين والرأسين ثم جد طول كل من المحورين 
والاختلاف المركزي للقطوع الزائدة الآتية: 

4x-45y” -180 (Î 

y2 - × = 49 ب(‎ 

9y” -18x-16y” +320-151 — (= 

4y2 —4y—-x° +3x =6 د(‎ 


س2: قطع زائد مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه على محور الصادات وطول 
محوره المرافق = 6 وحدة وطول نصفي القطرين البؤريين لنقطة تنتمي إليه 
يساوي 3 »5 على الترتيب 


س3: جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائد الذي 
معادلته 12- X2 —3y2‏ ويمس دليل القطع المكافئ الذي معادلة دليله y=2‏ 
س4: جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل » والبعد 


2 x2 
_ 74 =1 بين بؤرتيه- 2 وحدة ويمر ببؤرتي القطع الزائد‎ 


49 
س 5: جد معادلة القطع المخروطي الذي محوراه e‏ محوري الإحداثيات 
والذي أحد رؤوسه (0؛ 3( وإحدى بؤرتيه )0 »5-) 


س6) قطع زائد مركزه في نقطة الأصل معادلته )= ”ر - x°‏ 
واحدى بؤرتيه ( 0 » 8/ ( جد قيمة k‏ واختلافه المركزي. 
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الوحدة التالثة 


تحبيفات التفاضلن 


لا لالا 


الهدف من دراسة الوحدة 
ينبغي بعد دراسة الوحدة الثالثة أن يكون الطالب قادراً على أن: 
1) يشتق الدوال 
2( يجد المعدلات الزمنية 
3) يقرب باستخدام التفاضلات 
4) يرسم الدالة 
5) يحل تطبيقات عملية وعسكرية على النهايات 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


مفردات الوحدة الثالتة 


]3 - 1] مراجعة لقواعد المشتقة ثم شرح المشتقات ذات الرتب العليا 
]3 - 2[ المعدلات الزمنية 

]3 - 3[ التقريب باستخدام التفاضلات 

]3 - 4[ مبرهنة القيمة الوسطى 

]3 - 5[ اختبار التزايد والتناقص للدالة باستخدام المشتقة الأولى 
]3 - 6] النهاية العظمى والنهاية الصغرى المحلية 

]3 - 7[ تقعر وتحدب ونقط الانقلاب 

[3 - 8] اختبار المشتقة الثانية لنقط النهايات العظمى والصغرى المحلية 
]3 - 9[ نوع الدالة 

[3 - 10] خطوط التقارب 

]3 - 11[ رسم المخطط البياني للدالة 

[3 - 12] تطبيقات عملية على القيم العظمى أو الصغرى 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 
[ 3 - 1[ مراجعة لقواعد المشتقة ثم شرح المشتقات ذات الرتب العليا 


#القاعدة الأولى 


إذا كانت ¿ç y=a‏ حيث أن ه عدداً ثابتاً فإن y=0‏ 


#القاعدة الثانية 


إذا كانت y=ax‏ » حيث أن ه عدداً ثابتاً فإن y=a‏ 


OacLÓ Jl‏ الثالتة 


إذا كانت y=x"‏ » حيث أن bae n‏ حقيقياً فإن y'=nx"”]‏ 
#القاعدة الرابعة 


إذا كانت g(x) i f(x)‏ دالتين قابلتين للاشتقاق 
وكانت y=g(x)+f(x)‏ فإن y'=g'(x) + f(x)‏ 


#القاعدة الخاامسلة 
إذا كانت (×)9 دالة قابلة للاشتقاق 
وكانت '( 900 )=۷ فإن (00'و. '(000)م-ثا 


*“القاعدة السادسة 
إذا كانت g(x) , f(x)‏ دالتين قابلتين للاشتقاق 


_ O). f 
y= فإن‎ y= 


وكانت 
g(x‏ 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال1 
f(x)=3x“-3x”+3x+1‏ )1 
f(x) =12x° —6x+3‏ 


2) f(x) = (2 —2x +3)° 


¥ = 5(% 2x +3) (2x-2) 


y= (2 3) (5) (5x= 1) (2 ) 
الا‎ = 10x+ 15 + ]0x-2= 20x + 13 


2x +1 
23*45 


(3+5) (3x+5)° 


7 
(3x+5)° 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
مشتقة الدوال الدائرية 


y' = cos g(x) . g'(x) 
y' = —sin g(x) .g'(x) 
y' = sec” g(x) .g'(x) 
y' =—csc2 g(x) .g'(x) 
y' = sec g(x) tan g(x).g'(x) 


> y' = -csc g(x) cot g(x).g'(x) 


جد المشتقة الأولى لكل مما يأتي: 


0 55 b)y=e2 c) y=e!tanx 


الحل 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


قاعدة استقاق دالة اللوغارتيم الطبيعي | y= In |fíx)‏ 


ذا كانت | (×)۴ | ها = لإ 


a) y = In | 3x+1| 
b) y = In | sinx-1| 


c) y= In | x+3x-1| 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
]3 -2] المشتقات العليا 


إذا كان y=fí(x) Ua‏ فإن 


56 ل 
1( المشتقة الأولى يرمز لها بالرمز V‏ 
d x‏ 
d y‏ 
2) المشتقة الثانية يرمز لها بالرمز 1 چ y‏ 
d x‏ 
d y 5 5‏ 
3 المشتقة الثالثة يرمز لها بالرمز = y‏ 
d x‏ 
d y "00‏ يور 
4) المشتقة النونية يرمز لها بالرمز > 
d x"‏ 
جد “)ر للدالة 0517 + y= cos2x‏ عند - x=‏ 
الحل 
y'= —2sin2x + 0‏ 
y' =—-4cos2x‏ 
y = 8sin2x‏ 
ا y) -16cos2x > y!) = 16cos2(‏ 
1 1 )4( 
x 8‏ 16= عا y'”=16cos‏ جه 
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الوحدة الثالثتة تطبيقات التقاضل 


إذا علمت أن In six‏ 2 حلا فبرهن أن —csc2x‏ = تتا 


الحل 
cocx 6051‏ 1 
y = 2.‏ 
sinx 2 lsinx Sinx‏ / 
cox) 4 y'= -csc*x‏ - لا 


إذا علمت أن 1 - e>‏ + هدل جد y)‏ 


y'= 26% 5e5%* 
y' = 4e> +25e* 
y) = “2و8‎ +1258 


إذا علمت أن | ×| "!×= ل جد 2 


5 
الح 
ع 


Y= (x)( — 


) + In| x | 


1 
y=l1lrln|x| — y= — 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاصضل 


ملاحظات 
مثال8 | 
إذا كانت "ام y=‏ . فجد y‏ 
الحل 
|* صا لا 
I‏ لا 0 
س 1( إذا كانت y=cos*x — sin x‏ برهن أن “lócos2x‏ + 
dx‏ 
س2) إذا علمت أن e2m%‏ ماديا فأتبت أن ye) +y=-O0‏ 
س3) إذا علمت أن xsinx‏ = لا جد y)‏ 
d .‏ 
س4) إذا علمت أن y = n | x‏ جد 
dx‏ 
س5) إذا كانت “× ما حلا فجد قيمة × التي تجعل 4-- ر 5 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
[ 3 - 3 ] المعدلات المرتبطة (المعدلات الزمنية) 


الهدف من الدرس 


من التطبيقات العملية للتفاضل ( تطبيقات المعدلات الزمنية ) فالكثير من 
الكميات في حياتنا اليومية تتغير مع الزمن » فمثال على ذلك سرعة انحلال 
مادة في الماء » وسرعة تغير التيار في جزء ما من الدورة الكهربائية » وسرعة 
إنتاج بضاعة ما » سرعة نمو النبات في بيئة مناسبة » سرعة قذيفة باتجاه 
العدو ç‏ سرعة حركة السيارات » إلى غير ذلك من التطبيقات العملية . 


فإذا فرضنا أن ١‏ فو دجم (بوحدة المتر) ناتج من حركة جسم فإن معدله 


الزمني هو وحدته m|s‏ 

وإذا كان المعدل الزمني للمتغير × في حالة تزايد يكون موجباً 

š معدل أزدياد × باقمبة لرن‎ zas 

وإذا كان المعدل الزمني للمتغير × في حالة تناقص يكون Liu K‏ 
dt‏ 


ويسمى معدل تناقص X‏ بالنسبة للزمن 

لحل مسألة تتعلق بالمعدلات الزمنية ننصح بما يلي : 
© قد نحتاج رسم توضيحي للمسألة 

© نحتاج قانون خاص بالمسألة 

© نحدد الثوابت من المتغيرات 

© نشتق المعادلة ونعوض المتغيرات. 


الوحدة الثالتة تطبيقات التفاضل 


خزان اسطواني قائم نصف قطر قاعدته 2۳ »يصب فيه ماء بمعدل 0.1 
۴65 جد معدل ارتفاع الماء في الخزان. 


dv dh 
—— = 4x لد‎ 
dt dt 
dh 
ع4 = 0.1 جه‎ —— 
01 
dh 1 
چ‎ m|s 
dt 40 


إذا كانت y=lIn|x|‏ وكان معدل الإحداثي الصادي = unit|s‏ 0.2 
جد معدل الإحداثي السيني عند 2< 


الحل 
dy 1 dx‏ 
y = In|x| —— =—— .—‏ 
dt x dt‏ 
کک هش =S Q‏ 
dt‏ 2 
dx‏ 
units‏ 0.4 = و 
dt‏ 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


يتزايد نصف قطر كرة بمعدل 017115 2 . فعندما يكون نصف قطر الكرة 
701 جد 

1( معدل ازدياد حجم الكرة 

2 معدل ازدياد المساحة السطحية للكرة 


الحل 
axa (1‏ الكرة ع Va w‏ 
3 
dr‏ م dv _ 4r‏ 
dt 3 dt‏ 
dv 46 2 3‏ 
75 1800= )2( 3(15)?2. = — 
dt 3‏ 
2( مساحة سطح الكرة A =4x‏ 
dA‏ 
نانك =m.‏ 5 
dt‏ 
dA‏ 


7 Sr (15)(2)[Í240x cm'ls 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال12 


نقطة تتحرك على منحني الدالة 1+×3-×2=ل وكان معدل 


تزايد لا يساوي ( unit|s‏ 0.6 ( جد معدل تغير X‏ عندما يكون x=]‏ 


الحل 
y=2x°-3x+1‏ 
dy , dx dx‏ 
d 0 dt 3 dt‏ 
ë dx dx dx‏ 
h 0.6 - 3‏ 3- 3 )6(1 =0.6 


dx ' 
— — = 0.2 unit|s 
dt 


قطعة معدنية على شكل مثلث متساوي الأضلاع يتناقص طول ضلعها بمعدل 
5 فعندما O sS‏ طول ضلعه 8017جد معدل نقصان مساحته. 


الحل 
مساحة مثلث متساوي الأضلاع 


Q š. A 
4 
4 


d É =. 
5 و‎ db [2 -3 التتكل[‎ 
dt dt 
dA J3 
—=— .2(8)(-1) = -4 3ل‎ cmis 
dt 4 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاصضل 

عمود كهرباء ارتفاعه 8۳ يعلوه مصباح» اقترب منه شخص بمعدل 
5 وعندما يصبح الشخص على بعد 6۳ من قاعدة العمود 
جد معدل البعد بين الشخص والمصباح. 


الحل 
مصباح 
أ 1 3 
بعد الشخص عن المصباح ل 
y SSS‏ 
إرتفا ع العمود 
X‏ بعد الشخص عن قاعدة العمود 
الشكل( 3-3[ 

X2 + y2 = 2 
x° + (8)” = L° 


x + 64 = L? تاج ”1= 64+ ?)6( ج‎ -100 —Ə—K=10 m 
× + 64 =1”  ةقالعلا نشتق‎ 


a s طلم ور دودو‎ 
01 01 
dL 
2)6()0.5( = کک ,_ کگ ر20‎ - 0.3 mis 
dt dt š 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال15 


يتحرك جسم وفق العلاقة ۸+12 6- 02 J‏ -(5)0 
جد 1) السرعة عندما 5 0-4 


2) أين ومتى يتوقف الجسم 


الحل 
2n-6‏ 
ms _—_ —‏ 
dt 2 Jn” -6n +12‏ 
d5  _ 5‏ 
di 2 J(4)” -6)4( +2‏ 
1 
m|s‏ —— = 
2 
ا ا dS š‏ 
2) يتوقف الجسم عن الحركة عندما السرعة 0= — 
dt‏ 
2n-6‏ 
N = Ü + 2n-6=0 > n=3 s‏ —— 
J n” -6n +2‏ 2 
البعد بعد 3 ثانية: )2 


S(n)= n -6n+12 3(2)ل-‎ -6)3(+12 =J3 m 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاصضل 
مثلث abc‏ قائم الزاوية في b‏ يزداد طول الضلع ab‏ بمعدل 
15 بينما يتناقص طول الضلع bc‏ بمعدل 3cm|s‏ فعندما يكون 
طول الضلع ab = 6cm‏ » وطول الضلع 66-8017 فجد: 


1) معدل التغير في مساحة المثلث 
2( معدل تغير طول الضلع ac‏ 


الحل 


الوحدة الثالتة تطبيقات التفاضل 
إسطوانة دائرية قائمة صلدة مصنوعة من الشمع( ارتفاعها يساوي 
ضعف نصف قطرها دائما) تذوب بمعدل |4870۳ فعندما يكون 
نصف قطرها 20617 جد: 

1) معدل تغير نصف قطرها ومعدل ارتفاعها. 

2( معدل تغير مساحتها السطحية. 
الل 


h=2r لإيجاد معدل الارتفاع نشتق العلاقة‎ 
dh dr dh 
—=2— — —=2(2)=4cm|is 
dt dt dt 


2) A = 2mrh + 2r” جه‎ A=2mr(2r)+2xr? 


— 8-62 
dA dr 
حم‎ 127 
01 01 
dA 
— 1270202) A8n cm?| s 
1 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


متال18 


ية تتحرك على منحني الدالة y=sin0‏ » فإذا كان معدل تغير 
الززوية R|s‏ 0.5 فجد معدل الاحداثى الصادي Lues‏ د 
x : :‏ 


الحل 
اللي sy = cos0‏ 
dt dt‏ 
d‏ 
cos "2 ) (0.5)=0.25 unitls‏ ل 
dt 3‏ 


مرشح مخروطي قاعدته أفقية ورأسه للأسفل» ارتفاعه يساوي 120cm‏ 


MC 1111 
خاي د‎ Pr الل‎ s 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


س1) مكعب تلج يذوب بمعدل 0.1cm°|s‏ بحيث يبقى محافظاً على شكله 


س2) طائرة مسيرة تابعة لدولة الخلافة الإسلامية تطير على ارتفاع 
0 عن الأرض تسير أفقياً وبسرعة L.20Km|s‏ هو معدل تغير 

البعد بين الطائرة وهدف على الأرض عندما تكون الطائرة على بعد 

Km‏ 10 من الهدف. 

س3) يتساقط رمل على الأرض بمعدل 501715 فيتكون مخروط رملي ارتفاعه 

ضعف نصف قطره جد معدل ارتفاع الرمل وذلك عندما يكون نصف قطر 

7.5m قاعدته‎ 

س4) إسطوانة دائرية قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل 101715 بحيث تبقى 

مساحتها الجانبية 607 247 جد معدل تغير نصفه قظر القاعدة عندما 

يكون الارتفاع 


.2cm 


س5) قطعة حديد صلدة مكعبة الشكل طول ضلعها 10017 مغلفة بمادة 
الشمع بحيث يبقى شكله مكعبا » فإذا كان معدل ذوبان سمك الشمع 0.2 
5 ففي اللحظة التي يكون فيها سمك الشمع 1017 جد معدل النقصان 


س6) عمود كهرباء ارتفاعه m‏ 6.4 يعلوه مصباح كهربائي ¿ اقترب منه 
شخص طوله m‏ 1.6 بمعدل m|min‏ 20 جد معدل ظل الشخص. 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


[3 - 4 ] استخدام التفاضل في حساب القيم التقريبية 


الهدف من الدرس 


لحل مسائل التقريب نتيع الخطوات 

© نحتاج ,ا وهي قيمة تقريبية نستطيع إيجاد ناتج تعويضها المباشر 

نحتاج X,‏ وهي القيمة المعطاة في السؤال 
نجد ,)2-1)20-1/ 

© نجد قيمة الدالة ۷ بتعويض قيمة ,× في الدالة 

هنجد المشتقة الأولى 'لا ونعوض قيمة X,‏ 

© نجد التغير في القيمة التقريبية dy=y'AX‏ 

© نجد القيمة التقريبية = y + dy‏ 


0 


و الل 


2 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


مثال19 
باستخدام معلومات التفاضل جد القيمة التقريبية للعدد 26| 


الحل: 


> x, =6 , X =25 ,  AX=26 -25=1 


S= X 25ے‎ =s 


> dy = y' . AX = (0.1)(1) = 0.1 


> y + dy = 5+0.1 = 5.1 القيمة التقريبية‎ 


ix 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 
متال20 


جد وبصورة تقريبية وباستخدام التفاضالات ناتج المقدار 


1 
iS 
الحل:‎ 


AX=15 -16= -1 


AX = (-0.0078)( -1) = 0.008 


OS dy =Y'. 


القيمة التقريبية 


Sy + dy = 0.5 +(0.0078) = 0.508 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


مثال21 


إسطوانة دائرية قائمة (ارتفاعها - نصف قطر قاعدتها) فإذا كان 
حجمها = 2870۷ فكم يكون نصف قطر قاعدتها بصورة تقريبية 
وباستخدام التفاضلات . 
الحل 
h=r‏ 
حجم الإسطوانة V = m° h‏ 


r =| 3|28‏ ج 28 ع ترج متي ع ج28 


نجري خطوات التقريب على المقدار 28 |3 


XX -28 , X =27 , AX=28 -27=1‏ ك 


حر 


77 
S dy = y' . AX = (0.037)(1) = 0.037 


القيمة التقريبية oS y+ dy = 3+0.037 = 3.037 CM‏ 
لنصف قطر الإسطوانة 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


متال22 


خزان بشكل متوازي السطوح المستطيلة قاعدته مربعة الشكل » وارتفاعه 
ضعف طول قاعدته » فإذا كان طول القاعدة CM‏ 4.98 جد حجم الخزان 
بصورة تقريبية وباستخدام التفاضلات. 

الحل 


c‏ = الطول x‏ العرض x‏ الارتفاع 
2X‏ 


X ]5-3 الشكل[]‎ 
x 


۷ (0002 + V =2% 


X = 4.98 ,Xı=5 , AX = 4.98 - 5 = -0.02 
V =2(5)° =250 

V'=6(5) = 0‏ ج 6%= “ا 

dV = V' . AX = (150)(-0.02) = -3 


القيمة التقريبية CM?‏ 247 = )3-(+250 = لال + V‏ 


باستخدام معلومات التفاضل جد القيمة التقريبية لكل aa‏ يلي: 


2698 (i 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال23 


مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي نصف قطره فإذا كان ارتفاعه 
أ :30:03 qanta k uquspa:‏ تحص المخروط 


الحل 

h=r 
V=—Ph —V=-—()h 4V =— h 
h =30 , Ah=0.03 
v = — (30) -9000 CM? 

3 

2 2 
۷ . 3h” — V'= n(30)° =900x 


dV = V' . AX = (9007)( 0.03) = 277‏ 
وتمثل القيمة التقريبية لتغير حجم القذيفة 


1) جد ناتج المقدار loq(9.99)‏ بصورة تقريبية وباستخدام التفاضل 
2( جد ناتج المقدار ”*2 بصورة تقريبية وباستخدام التفاصل 
علماً أن 0.3010 -02ا 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


س1: جد وبصورة تقريبية وباستخدام التفاضلات ناتج كلا a‏ يأتي: 


أ( 0.83| ب) )2.98( +6 


هم — + 9.9 و) 10.06 
9.9 
س2) إذا علمت أن 2+5 | -(106 جد وصورة تقريبية وباستخدام 


التفاضلات قيمة (1)1.99 


یلا عت 41:3 ١‏ >1 رور وة واد 
التفاضلات قيمة f(20)‏ 
س4: مخروط دائري قائم نصف قطر قاعدته تساوي ثلاثة أمثال ارتفاعه 


فإذا كان حجمه يساوي cmŠ‏ 217 فجد نصف قطر قاعدته بصورة تقريبية 


س5: مربع مساحته cm‏ 0.5جد بصورة تقريبية طول ضلعه باستخدام 
¿SS mladi‏ 


س6) خزان مكعب الشكل طول ضلعه ) 3۳ ) لتخزين المياه يراد تغليفه 


بمادة عازلة سمكها (0.1m)‏ جد حجم الغلاف بصورة تقريبية باستخدام 
التفاضلات 
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الوحدة الثالتة تطبيقات التفاضل 


الهدف من الدر س 


لتكن د مستمرة في الفترة المغلقة [ ١‏ , 3] وقابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة 
(a,b)‏ فإذا كانت: 


متال 24 


<¿ ×=ل جد مناطق التزايد والتناقص 
الحل 


y' = 2x = 0 — x=0 
نختبر على خط الأعداد إشارة المشتقة الأولى‎ 


تكون الدالة متزايدة 


تكون الدالة متناقصة ا 000 
ست يم - حت -سلل ه_شارة ر 
ح 7 د Ü‏ — 


مناطق التزايد =) 0 < ×:×) 
مناطق التناقص- ( 0 > ×:×) 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


متال 25 


جد مناطق التزايد والتناقص للدالة y=x° -9x? +24x‏ 
الحل: 


y'= 3x>-18x +24=0‏ 
نقسم على3 
X° -6x + 8 =0 — (x—-4)(x—2)=0‏ 
—x=4 or x=2‏ 
نختبر على خط الأعداد إشارة المشتقة الأولى بالتعويض بقيم مجاورة للعددين 
X=4 , x=2‏ 


++ +++ ——— + + + ++ 
ك 


مناطق التزايد = ( 4< ×:×) , ( 2>× :× ) 
مناطق التناقص = (4 › 2 ) 


جد مناطق التزايد والتناقص (إن وجدت) لكل مما يأتي: 


a) y=x° -3× + 2 
b) y=(1-x)° 


y' إشارة‎ 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
[ 3 - 6 ] النهاية العظمى والنهاية الصغرى المحلية 


الهدف من الدرس 


لتكن f‏ دالة مستمرة على الفترة [0ء [a‏ وقابلة للاشتقاق عند ×=٥‏ التي 
تنتمي إلى الفترة المفتوحة (0ء (a‏ فإذا كانت : 


1)vxe(c, b) > f(x) > 0 
( 


a,c) f(x) > 0 


فإن f(c)‏ نهاية عظمى محلية 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
خطوات إيجاد النهايات العظمى والصغرى المحلية ومناطق التزايد والتناقص 
© نجد f(x)‏ 
© نجعل 0-=(×)۴ ونجد aš‏ × 
© لمعرفة نوع النهاية 
نختبر على خط الأعداد إشارة المشتقة الأولى بالتعويض بقيم مجاورة لقيم X‏ 


إذا كانت 0 < f(x)‏ تكون المناطق مناطق تزايد 


إذا كانت 0> f(x)‏ تكون المناطق مناطق تناقص 


النقطة (لا» (X‏ صغرى محلية 


الدالة 9 فاك اة عط زلا فياية كرف 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 

متال 26 

جد النهايات العظمى والصغرى المحلية (إن وجدت) ومناطق التزايد 
والتناقص MaU‏ 3+ 4- ©*«-لا 


الحل: 
y=(2)° -4(2)+3=-1‏ ج 2=× ج y' = 2x-4=0‏ 
مناطق التزايد= ( x:X>2‏ ) ++ ++ 5 > 
U‏ —< 
مناطق التناقص=  (íxx<21‏ — ر وس 
متال 27 

جد النهايات العظمى والصغرى المحلية (إن وجدت) ومناطق التزايد والتناقص 
للدالة 24+ y=x?° -9x?‏ 


نقسم على 3 y'-3x°-18x+24=-0‏ 


X° -6x + 8 =0 > (x-4)(x-2)=0 


مناطق التزايد- ( 4 < × (x:‏ , }2 > ئلا ) 

مناطق التناقص-(4 , 2) 

فنحصل على النقطة )16 4( نهاية صغرى محلية 
ونحصل على النقطة (20» 2( نهاية عظمى محلية 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاصضل 
[3 - 7 ] نقط الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب 


الهدف من الدر س 


خطوات إيجاد نقط الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب 


© نجد f(x)‏ 
© نجعل f'íx)=0‏ ونجد X aš‏ 
© نختبر على خط الأعداد إشارة المشتقة الثانية بالتعويض بقيم مجاورة 


لقيم × 


إذا كانت 0 P>‏ تكون المناطق مناطق تقعر 
إذا كانت 0 > (×)۴ تكون المناطق مناطق تحدب 


لاحظ الشكل: 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال28 


جد مناطق التحدب والتقعر ونقط الانقلاب إن وجدت للدالة 


-3x2 -9x‏ ردن 


الحل) 
y' = 3822 -6x -9‏ 
x=1 — y=(1)° -3)1(” -9)1(--1‏ ج y' = 6x-6=0‏ 


مناطق التقعر = )1]> ×:×) 
مناطق التحدب= (1> ×: ×£ 
فنحصل على النقطة (11-. 1) نقطة انقلاب 
جد مناطق التحدب والتقعر ونقط الانقلاب (إن وجدت) للدالة: 
y=x?2 -4x +2‏ 

الحل: 

0 عد y=2x-4 — y'=2‏ 
الدالة لا تملك نقطة انقلاب والدالة مقعرة 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاصضل 
[3 - 8 ] استخدام المشتقة الثانية لمعرفة نوع النهاية 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 
يبين نوع النهاية باستخدام المشتقة الثانية 


ك#نجعل y'=0‏ ثم نجد قيم X‏ 
كتهرثم نجد المشتقة الثانية للدالة 
Gas eÇ‏ قيم X‏ في المشقة الثانية 
فإذا كانت y"‏ تكون الدالة مقعرة والنهاية صغرى محلية 
وإذا كانت y‏ تكون الدالة محدبة و النهاية عظمى محلية 
وإذا كانت 0-"لا الطريقة فاشلة ونعود إلى طريقة خط الأعداد 
باستخدام المشتقة الثانية إن أمكن: جد النهايات المحلية للدالة 
y=6x-3x2-1‏ 
الحل: 
x=1 —y=6(1)-3(1)”1=2‏ ج 6-6x=0‏ دالا 
6--"لا 
الدالة محدبة ونوع النهاية صغرى محلية 
+ + + 0 
— 1 — 
مناطق التزايد =( x:ix>]‏ ) 
مناطق التناقص-( ]< x:x‏ £ 
النهاية صغرى محلية وهي )2 , 1( 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 
متال 31 
المنحني y=ax” + bx+4‏ يمس المستقيم y=2x-5‏ 
عند 2=× وكان للمنحني نهاية محلية عند x=]‏ 
جد قيم ١ © R‏ , 3 ثم بين نوع النهاية؟ 


الحل 

المنحني يمس المستقيم عند X=2‏ > ميل المنحني = ميل المستقيم 
مشتقة المنحني — y'= 2ax+b‏ 

مشتقة المستقيم — y'=2‏ 


“w x‏ المذ 8 = شتقة ١١‏ تقب 
b=2-4a ...(1)‏ ج 4a+b=2‏ جه 2a(2)+b=2‏ جه 2= 2ax+b‏ 


المنحني يملك نهاية عند x=1‏ 
y'=2ax+b=0 — 2a(1)+b=0 4 2a+b=0 ..... (2)‏ 
نعوض معادلة )1( في معادلة )2( 
2-1 ج -2a=-2‏ جه 2a+(2-4a)=0‏ 
عوض في معادلة (1) 
b=2-4(1) = -2‏ 
لبيان نوع النهاية (عظمى أم صغرى) 


نجد المشتقة الثانية للمنحني 
y'=2(1)=2‏ ج y=2a‏ 
الدالة مقعرة ونوع النهاية صغرى محلية لان + y'=‏ 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


متال 32 


إذا كانت 6+عاج-22 دلا 
دالة لها نقطة حرجة هي (4- › 4 ) جد قيمة eR‏ 3,5 
ثم بين نوع النقطة الحرجة» وهل تملك الدالة نقطة انقلاب بين ذلك؟ 


4# النقطة ( 4 -» 4 ) تحقق المعادلة y=x?-ax+b‏ 
+ 4- - 16- 4- جه a)4(+b‏ -)4( = 4- 


)1( ......... ط+48--20 


2 الدالة لها نقطة حرجة 
2-8 ج 0= '=2X—a=0 > 2)4( -a‏ 


@ عوض في معادلة 1( لإيجاد قيمة b‏ 


-20 =-4(8) +b ج‎ b=12 


© لبيان نوع النقطة الحرجة: 

نجد y'=2‏ 
.“. النقطة نهاية صغرى محلية 

الدالة لا تملك نقطة انقلاب والدالة مقعرة 


158 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال 33 


لتكن x° -3x +c‏ -1)00 
تملك نقطة انقلا ب تنتمي لمحور السينات » جد قيمة 08 


الدالة تملك نقطة انقلاب : 
x=1l‏ ج y'=3x2-6x + y'=6x-6=0‏ 
Las‏ أن النقطة تنتمي لمحور السينات > 0حلا 


أصبح لدينا النقطة )0 ٠‏ 1( نعوضها في الدالة الأصلية لإيجاد قيمة © 


1) المنحني =ax? +4x+b‏ لا 
يمر بالنقطة ( 8 ٠‏ 1 ) وكان المنحني متزايد لكل 2-<× ومتناقص لكل 
2->× جد قيمة a,beR‏ 


2( هل تمتلك الدالة fíx)=x`+3x+1‏ نقط حرجة بين ذلك؟ 
وهل تملك الدالة نقطة انقلاب أيد قولك؟ 


159 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


س 1( جد النهايات العظمى والصغرى المحلية (إن وجدت) ومناطق التزايد 
والتناقص للدوال الآتية: 
b) f(x)=(3-x)” + 1‏ 1+ تب a) f(x)=3x‏ 


س2) جد مناطق التحدب والتقعر ونقط الانقلاب (إن وجدت) للدالة: 
b) f(x)= x —3x°‏ 1- “ها a) (x)=‏ 
س 3) باستخدام المشتقة الثانية إن أمكن» جد النهايات المحلية للدوال الآتية: 
a) f(x)=x?-3x-9x b) y=4-)x+1(“‏ 
س4) إذا كانت 2 تمثل نهاية صغرى محلية للمنحني 
f(x)=X-3x+c‏ 
1) جد قيمة c٤۴‏ 
2 جد نقطة الانقلاب ومناطق التقعر والتحدب. 
س5) عين قيم الثوابت a,b,ceR‏ بحيث يكون للمنحني 
y=ax° +bx°+cx‏ 
نقطة حرجة ( 5- 16 ( » ونقطة انقلاب عند [-=× 
ثم بين نوع النقط الحرجة . 


س6) إذا كانت y=axŠ +bx°‏ , جد قيمة a,beR‏ 


إذا علمت أن لمنحني الدالة نقطة انقلاب ( 2ء 1 ) 
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الوحدة GUUJI‏ تطبيقات التفاضل 
]3 - 9[ نوع الدالة ( الدالة الزوجية و الدالة الفردية ) 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 
يبين نوع الدالة ( زوجية أم فردية ) 


1( تسمى الدالة y=fí(x)‏ دالة زوجية إذا كانت تحقق 


ويكون منحني الدالة الزوجية متناظراً حول محور الصادات 


2( تسمى الدالة (»)5-لا دالة فردية إذا كانت تحقق 


ويكون منحني الدالة الفردية متناظر حول نقطة الأصل 
3 تسمى الدالة (*)*-لا دالة لا زوجية ولا فردية 

إذا كانت لا تحقق شرط الدالة الزوجية ولا شرط الدالة الفردية 
الأصل 


متال 34 


حدد نوع الدالة من حيث كونها زوجية أو فردية أو لا زوجية ولا فردية 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 
الحل) 


(x) -4(-x)=-x ° +4x=- (xX °-4X) 
بما أن‎ 


الدالة فردية ويكون منحني الدالة الفردية متناظراً حول نقطة الأصل 
b) f(x)=x*—2x2‏ 

f(—x)=(—x)!-2(-x)? = x* -2x 

x)= 109 


الدالة زوجية ويكون منحني الدالة الزوجية متناظراً حول محور الصادا 


Ca‏ أن 


c) fíx)=x2—2x+3 
-x)2-2(-x) +3 = 2+3 


IX) z f(x) , f(—x)z - f(x) 


بما أن 
الدالة لا زوجية ولا فردية 
ويكون منحني الدالة غير متناظر 


d) fíx)=sinx 


fí—x)=sin(—x)=-sinx 


(x)= > f(x) 


الدالة فردية ويكون منحني الدالة الفردية متناظراً حول نقطة الأصل 


بما أن 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاصضل 
e) f(—x)=cos(-x) = cosx‏ 

بما أن f(x)‏ )ا 

الدالة زوجية ويكون منحني الدالة الزوجية متناظراً حول محور الصادات 


m. jf 15 ال‎ 
1 0+1 «+1 
f(-x)= f(x) بما أن‎ 


بما أن f(—x)= - f(x)‏ 
الدالة فردية ويكون منحني الدالة الفردية متناظراً حول نقطة الأصل 


13 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 
]3 - 10[ خطوط التقارب العمودية والأفقية 


خطوط التقارب العمودية وخطوط التقارب الأفقية للدالة الكسرية 


إيجاد خطوط التقارب العمودية 
أن تكون الدالة بالشكل y=f(x)‏ 
نجعل المقام =0 ونجد قيم × وتمثل خطوط التقارب العمودية 


إيجاد خطوط التقارب الأفقية 
أن تكون الدالة بالشكل x=f(y)‏ 
نجعل المقام =0 ونجد y aš‏ وتمثل خطوط التقارب الأفقية 


متال 35 


جد خطوط التقارب العمودية وخطوط التقارب الافقية مع رسمها لكل من 


الدوال الآتية: 
2+1 
a) =‏ 
x—3‏ 
4 
b) f(x =‏ 
xX +1‏ 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
الحل 


خط التقارب العمودي 


خط التقارب الافقي نكتب الدالة بالشكل x=f(y)‏ 
yx-3y=2x+] — yx-2x=3y+] — xí(y-2)=3y+1‏ 


3y+] 
y-2 


— x= 


y=2‏ ج 2-0-لا 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


b) y= 


X +1‏ 
خط التقارب العمودي 


X+1=0 — x°>-1 ع‎ R 
لا بوجد خط تقارب عمودي‎ 


خط التقارب الأفقي 1 
-4-y > 2 - —‏ مير ج 4د بر تون 
y 1‏ 


y=0‏ ج 


التتكل[ 3- 6[ 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
1-3 


يرسم مخطط بياني للدالة باستخدام معلومات التفاضل 


خطوات رسم المخطط البياني للدالة 


© نجد أوسع مجال للدالة 
*إذا كانت الدالة كثيرة حدود فإن أوسع مجال = R‏ 
*إذا كانت الدالة كسرية 
فإن أوسع مجال للدالة = R‏ ماعدا قيم X‏ التي تجعل المقام -0 
©نجد نقاط التقاطع مع محور السينات ومع محور الصادات 
(إن أمكن) 
*التقاطع مع محور الصادات: 0=× ونجد y aš‏ 
#التقاطع مع محور السينات: 0= ونجد قيم X‏ 
هنبين نوع التناظر ( من معرفة نوع الدالة ( 
*يوجد تناظر مع نقطة الأصل السبب (100--(“<-)] 
*يوجد تناظر مع محور الصادات السبب f(—x)=f(x)‏ 
© نجد خطوط التقارب العمودية وخطوط التقارب الأفقية 
هنجد النقطة الحرجة إن وجدت 
النهايات العظمى أو الصغرى أو مجرد حرجة ومناطق التزايد والتناقص 
©نجد نقط الانقلاب (إن وجدت) ومناطق التقعر والتحدب 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


متال36 


ارسم باستخدام معلومات التفاضل الدالة y=X?+4x+3‏ 
الحل 
1( أوسع مجال للدالة = R‏ 
2) التقاطع مع محور الصادات: 
X=0 + y=(0)+4(0)+3=3 +> (0,3)‏ 
التقاطع مع محور السينات: 

y-0 — “دم‎ +4x+3 — (x+3)(x+1)=0 
x=—3 جه‎ )-3 ,0( o ×=-1 ج‎ (-1,0) 


3( الدالة غير متناظرة 
لأن f(x) , f(x) -f(x)‏ عد f(x)‏ 
4) الدالة لا تملك خطوط تقارب عمودية ولا أفقية لأنها كثيرة حدود 


5) النقط الحرجة: 
x=-2 — y=(-2)° +4(-2)+3=-1‏ ج 2x+4=0‏ =۷ 
النقطة ( 1- , 2-) 


تمثل نهاية صغرى محلية 


مناطق التزايد = ( xix>—-2‏ ) 
مناطق التناقص = 1 xiX<—2‏ ) 


6) نقط الانقلاب: 2-"لا لا توجد نقطة الانقلاب والدالة مقعرة 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
7 نضع جميع النقاط التي حصلنا عليها في جدول : 


النقطة 2 نوعها 

0( انقطة تقاطع مع محور الصادات 
=a‏ نقطة تقاطع مع محور السينات 
3- ) نقطة تقاطع مع محور السينات 


8- ).| نقطة نهاية صغرى سطية 
- ؛ 4-) أ نقطة إضافية 


[7-3]JUSúul 


19 


ا 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 
ارسم باستخدام معلومات التفاضل الدالة y=x-3x‏ 
الحل: 
1( أوسع مجال = R‏ 
2) التقاطع مع محور الصادات 
(0,0) ج 0-(3)0- 0(7)-يا — 0=× 
التقاطع مع محور السينات 
0=x<-3x — 0=x(x<°-3)=0‏ ج y-0‏ 


— ×=0 —(0,0)or 2-3 — x= 3 


(*Í3 ,0(‏ جه 
3( الدالة متناظرة مع نقطة الأصل 
لأن f(x)=-f(%)‏ 
4) الدالة لا تملك خطوط تقارب أفقية ولا عمودية لأنها كثيرة حدود 


5) النقط الحرجة: 


x=] — y=(1)-3(1)=-2 جه‎ (1,-2) 
×=-1 ج‎ y=(-1P-3(-1)=2 ج‎ (1, 2) 


مناطق التزايد = x:x>]‏ ) 
í x:x<l])=‏ 
مناطق التناقص = ) 1.1 -( 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 
6) نقط الانقلاب: 


y'= 6x=0 ج‎ x=0 ج‎ ۷=)0(” -3)0(=0 > (0, 0 ) 


نقطة الانقلاب )0 ,0( 0 
مناطق التقعر-( 0 < × : × í‏ مناطق التحدب >( (x:x<0(‏ 
7 نضع جميع النقاط التي حصلنا عليها في جدول : 


النقطة نوعها 
0 ( نقطة انقلاب 


)0.0 
٠ 0 (‏ 3/)) _انقطة تقاطع مع محور السينات 
٠ 0(‏ 3/-) إنقطة تقاطع مع محور السينات 
ا 
 )-12 (‏ | نقطة نهاية عظمى محلية 


N [8-3 التتكل[‎ 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


مثال 38 


ارسم بالاستعانة بالتفاضل منحني الدالة 1+ ×-=ل 
الحل: 
1( أوسع مجال للدالة = R‏ 
2( التقاطع مع محور الصادات: )0 , 0( — y=0‏ ج 0=× 
التقاطع مع محور السينات : 
)1,0(— [1-سيرج [1-ستيرج ]+0=0 ج y=0‏ 
3) الدالة غير متناظرة لأن (100- f(—x)=f(x) , f(—x)=‏ 
4) الدالة لا تملك خطوط تقارب لأنها كثيرة حدود 
5( النقط الحرجة: 1=1+ y=(0)°‏ — 0=× ج 0= 26د 
++++ + + + + 


)1 0( 5 ج 


í x:x<0 ( í مناطق التزايد-( 0 < × : ا‎ 


6) نقطة الانقلاب: (0.1)ج 0=× ج y'=6x=0‏ 
مناطق šJ‏ - 1 5 55 
طق التقعر ١‏ ديزم f‏ تق | تحدب 
مناطق التحدب ‏ = ) wp. [x x<0‏ 
aa‏ 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


39 5 


1 
ارسم الدالة ——— درل باستخدام معلومات التفاضل 
X2+ 1‏ 


الحل: 

1( أوسع مجال = R‏ 

2( التقاطع مع محور الصادات: ) 1 0( © 21لا جه x=(0‏ 
لا يوجد تقاطع مع محور السينات ۷۶0 لأن البسط عدد ثابت 

3( الدالة متناظرة مع محور الصادات لأن (1)2-(<-)1 

4) خطوط التقارب 

الخط العمودي: لا يوجد cN‏ 1# - تير جه 0-] + تي 

الخط الأفقي: نكتب الدالة بالشكل x=f(y)‏ 


ثم نصفر المقام ونجد قيمة لا 


y رج 1= ر+‎ -1-y—> د مر‎ — Y 
y 
— y=0 
النهايات‎ (5 
,_ لنت[ لاس اتا‎ 2x ف‎ 
م‎ +1) (° +1)° 
—2x=0 ج‎ x= ج‎ y=l 

++++ —— 

X=0 —‏ _ 
)1 ¿ 0 ) نهاية عظمى محلية — 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


6) الانقلاب: نشتق مرتين ونبسط فنحصل على: 


68-2 
1 +=×xج‏ 62-2-0 ج 0 —— y=‏ 
3 )1+ ثم 
TITTY ____ ++++‏ 
تقعر 1 تحدب L‏ تقعر 
Fe...‏ 3 3 
| 4 3 
نھ نقطتي الانقلاب 


— التتكل[ 10-3] 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال 40 


ارسم الدالة باستخدام معلوماتك في التفاضل : 


الحل: 

1) أوسع مجال = (1-)-8 
2( التقاطع مع محور الصادات ( 1- ,0) ج x=0— y=-1‏ 

التقاطع مع محور السينات x=‏ ج 3x-]1=0‏ ج (حلا 
( 0 .) 

3 

3)الدالة غير متناظرة لان (<«/- 2 z f(x) , f(x)‏ (-)] 
4) خط التقارب العمودي: 

نجعل المقام = 0 ونجد قيمة x+]=0 — x=-] : X‏ 
خط التقارب الأفقي: 

yxry = 38-1 + yx-3x =-1-y > x(y-3)=3x-1 


3x-1 
y-3 
y-3=0 —y=3 : 0< نجعل المقام‎ 


كاج 


5) النقط الحرجة إن وجدت: 


(+1)° (+1) (<+1) 


0 = 
+ + + + + + + + 
I 5‏ و —<4 
ر 58 7 


لا توجد نقط حرجة 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


6( الانقلاب 


. المحاذي العمودي 1-=× 


L. +‏ م - شط لس ا - SL‏ — =< 


التتكل[ 11-3] 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
س 1( ارسم باستخدام معلوماتك في التفاضل الدوال الآتية: 
f 7 (1- +8‏ 


=2 
a) y= 
x 
2-1 
b)y = 
X+3 
2x 
c)y = 
X2+1 


الوحدة الثالتة تطبيقات التفاضل 
]3 - 12[ تطبيقات عملية على القيم العظمى أو الصغرى 


الهدف من الدرس 


أن يكون الطالب قادراً على أن: 
يحل مسائل عملية تطبيقية للنهايات العظمى والصغرى 


للحصول على أكبر حجم أو أقل مساحة أو اقصى حمولة أو أقل مسافة بين 
نقطتين ....... وغيرها 

نتبع الخطوات التالية: 

© نرسم مخططاً للمسالة oJ)‏ أمكن) وعين عليه الأجزاء المهمة في المسألة 

© نكون علاقة بين المتغيرات المرتبطة بالكلمات أصغرء أكبر وإذا احتوت 

هذه العلاقة على أكثر من متغير واحد نستخدم علاقات أخرى معطاة أو من 

خلال الرسم حتى نجعل العلاقة في السؤال بمتغير واحد 

©عندها نجد المشتقة الأولى = 0 ونجد قيم المتغيرات. 


متال 41 


جد عددين موجبين مجموعهما = 20 وحاصل ضربهما أصغر ما يمكن 
الحل: 

العدد الأول = X‏ 

العدد الثاني = y‏ 


Z=xy ............. (2) 
Z=x(20-x) ج‎ z= 20x — 
z' = 20—2x=0 ج 10=× ج‎ y=10 
10= العدد الأول =10 » العدد الثاني‎ 


1/8 


الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
جد أبعاد أكبر إسطوانة دائرية قائمة توضع داخل كرة نصف قطرها 
cm)‏ 6( 


الارتفاع 


الحل) الرسم 


نصف قطر الإسطوانة = r‏ 
ارتفاع الأسطوانة = 21 
حجم الأسطوانة = V‏ 


الشكل[ 12-3] 


*من المثلث القائم الزاوية نطبق 
DES (1)‏ 2م 36 = r? + h2 = 6 > 9 r”‏ 


V = x r2 (2h) > v=2xr?h ....... (2) 


نعوض معادلة )1( في معادلة )2( 
v= 72rh - 2rh?‏ ج 2r(36-h)h‏ =۷ 


V'= 72r -6rh-0 + ج 0= ”12-1 — هيمد‎ h=2 3 
26- 4/3 cm الارتفاع‎ 


^ -326-12-24 +> =2 6 cm 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 
متال 43 
يراد عمل خزان بشكل متوازي السطوح المستطيلة قاعدته مربعة الشكل بحيث 
يتسع m°‏ 343 بحيث تكون مساحته الكلية أقل ما يمكن جد أبعاد الخزان 
علما أنه ذو غطاء كامل؟ 


الحل 
= = الطول x‏ العرض x‏ الارتفاع 


التتكل[ 13-3[ 


V=xxh —343=x h + h= — (1)‏ 
X‏ 
مس الكلية = محيط القاعدة x‏ الارتفاع + 2 مساحة القاعدة 


343 


A=4xh +2x wu. (2) 
)2( نعوض معادلة (1) في معادلة‎ 
1 ñ 
A = 4x و + اكه‎ A=4(343x 1) + 2x 


2 
X , 343 
A'=- 4x343x +4x=O0 —-4— - +x=0() 


-343 +× =0 جه 343- × ج‎ x=7cm 


7010 = العرض‎ = | 
343 343 s 


h= = =7cm الارتفا‎ 
x2 (y _ 


أبعاد الخزان : الطول = العرض = الارتفاع = 7 م (الخزان مكعب) 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


مثال 44 


أطلقت قذيفة رأسياً إلى الأعلى » فإذا كان بعدها عن سطح الأرض 
S(n)=12n” —24n+169‏ ما أعلى ارتفاع تصله القذيفة ؟ 
الحل 
S'(n)=24n-24=0 ¬+ n=1‏ 
زمن وصول القذيفة إلى أعلى نقطة 
أعلى ارتفاع S(1)-12(1)° -24)1( +169 = 157 m‏ 


مثال 45 


جد أبعاد أكبر مستطيل يتم وضعه داخل مثلث قائم الزاوية 
طول قاعدته ( 66107 ) وارتفاعه ( (3cm‏ 


الوحدة التالتة تطبيقات التفاصضل 
من تشابه المثلثين dec ¿abc‏ نحصل على: 


de ce 
b cb 
y 6-x 6—x 
3 07 ë دلا و‎ (1) 
A = xy .......... (2) 
—x 6x-x 
RE SE 
2 2 | 
1 
= — (6x — x2 ) 
1 
A' = 3 (6-2x) =0 ج‎ x=3 cm 
6-3 
y= =1.5 cm 
2 عم‎ 
ad=20cm « 56-12 cm « ab=ac مثلث فيه‎ abc 
جد بعدي أكبر مستطيل يمكن رسمه داخل هذا المثلث‎ 
a 
6 0 b 
سل‎ 
]15-3 التتكل[‎ 
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الوحدة الثالثة تطبيقات التفاضل 


متال 46 


جد نقطة تنتمي للقطع المكافئ 8-”لا بحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة 
)0 › 6( 


الحل: 


نعوض معادلة(1) في معادلة (2) 


5 = |)» 62+ 8x ج‎ s=.) -12x+36+ 8x 


2-4 
S= ا‎ -4X× +396 هو و‎ = 0 
2 J 2A6 


2x-4=0 — x=2 ل — (8)2= ”رج‎ =16 — y=+4 
(2. + 4) 


183 . 
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الوحدة التالتة تطبيقات التفاضل 


س1) خزان إسطواني قائم مفتوح من الأعلى سعته 246107 » جد 
أبعادها لكي تكون المساحة الكلية المستخدمة في صناعته أقل ما 
س2) جد أكبر حجم لأسطوانة دائرية قائمة ناتجة من دوران مستطيل 
حول أحد أضلاعه محيطه cm‏ 30 

س3) وعاء بشكل متوازي السطوح المستطيلة قاعدته مربعة الشكل 
مجموع أبعاده الثلاثة 90cm=‏ جد أبعاده ليكون حجمه أعظم ما 
س4) نافذة زجاجية بشكل مستطيل يعلوها نصف دائرة فإذا كان 
محيط النافذة 3617 فأوجد نصف قطر الدائرة التي تسمح بدخول أكبر 
كمية من الضوء. 

س5) جد أبعاد أكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط 
دائري قائم ارتفاعه cm‏ 12 وطول نصف قطر قاعدته401 . 

س6) جد أكبر مساحة لمستطيل يتم وضعه داخل دائرة مساحتها 
260107 . 

س7) سلك طوله  10m=‏ جد أبعاد أكبر مستطيل يمكن تكوينه من 
هذا السلك. 


س8) جد حجم أكبر مخروط دائري قائم يوضع داخل كرة نصف قطرها 3601 
دائري قائم ارتفاعه 126017 ونصف قطره 4017 بحيث يكون رأسه في 
قاعدة المخروط الخارجي. 


